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Ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà ìîòèâèðóåòñÿ î÷åíü øèðîêèì êëàññîì ñèòóàöèé  ëþáîå íà-
áëþäåíèå çà èçè÷åñêèì ïðîöåññîì è èçìåðåíèå êàêèõ-òî åãî ïàðàìåòðîâ â ïðîöåññå
íàáëþäåíèÿ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äèñêðåòèçàöèþ íåïðåðûâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû.
Èäåÿ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè âîñõîäèò ê 19 âåêó, ê ðàáîòàì Ïóàíêàðå, Àäàìàðà.
Ìíîãèå àâòîðû óïîìèíàþò â ýòîé ñâÿçè èìåííî Àäàìàðà è åãî ðàáîòó 1898 ãîäà [2℄, íà-
ïðèìåð, Áèðêãî ãîâîðèò î ñèìâîëàõ, ïî ñóùåñòâó ââåä¼ííûõ Àäàìàðîì ([3℄, âçÿòî
èç [4℄). Ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû Àäàìàðà ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ìîðñà 1921 ãîäà [5℄. Îäíàêî
êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ïðåäìåò ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà âïåðâûå èçó÷àëàñü â ñåðèè èç
äâóõ ðàáîò Ìîðñà è Õåäëóíäà 1938  1940 ãîäîâ [6, 7℄.
Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñîïîñòàâëåíèè òðàåêòîðèè â íåïðåðûâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ êîíå÷íîãî àëàâèòà. Ïîíèìàÿ òðàåêòîðèþ êàê äâèæåíèå
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òî÷êè â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, ìû, âî-ïåðâûõ, äåëèì ïðîñòðàíñòâî íà êîíå÷íîå êî-
ëè÷åñòâî îáëàñòåé è, âî-âòîðûõ, âûáèðàåì äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè
(íàïðèìåð, ÷åðåç êàæäóþ èêñèðîâàííóþ åäèíèöó âðåìåíè), ïîñëå ÷åãî ñìîòðèì, â
êàêèõ îáëàñòÿõ îêàçûâàåòñÿ òî÷êà â ýòè ìîìåíòû. Òðàåêòîðèè òî÷êè ñîïîñòàâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ êîíå÷íîãî àëàâèòà, ãäå áóêâû ñîîòâåòñòâóþò
îáëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðîòèâîïîëîæíàÿ çàäà÷à  íàñêîëü-
êî õîðîøî òàêàÿ ñèìâîëè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïèñûâàåò èñõîäíóþ íåïðåðûâíóþ
ñèòóàöèþ.
Ñêàæåì òåïåðü òî æå ñàìîå áîëåå îðìàëüíî. (Äàþùèåñÿ â íàñòîÿùåì ââåäåíèè
îïðåäåëåíèÿ, íóæíûå â äàëüíåéøåì, áóäóò ñèñòåìàòè÷åñêè ïîâòîðåíû â ðàçäåëàõ 1.1
è 1.2.) Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà  ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî V ñ
çàäàííûì íà í¼ì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì f : V → V . Ïóñòü V, f  òîïîëîãè÷åñêàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, A1, . . . , Ak  ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ïîäìíîæå-
ñòâà V , è x0  òî÷êà, îðáèòà êîòîðîé {fn(x0) : n ∈ N} ëåæèò â
⋃k
i=1Ak. Îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x : N → {1, . . . , k} óñëîâèåì fn(x0) ∈ Ax(n). Òàêèì îáðàçîì, (íåêî-
òîðûì) òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà V ìû ñîïîñòàâèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ àëàâèòà
A = {1, . . . , k}. Ïðè ýòîì ïðèìåíåíèþ îòîáðàæåíèÿ f ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ ëåâîãî
ñäâèãà L: L(a0a1a2a3 . . . ) = a1a2a3 . . .
ßñíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïèñûâàþò òîëüêî ñàìûå ïðîñòûå ñè-
òóàöèè. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â äîâîëüíî øèðîêîì êëàññå ñèòóàöèé âîçíèêàþùàÿ
ñèìâîëè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè, áëèçêèìè ê ñâîéñòâàì
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî íàáëþäåíèå ìîæíî îðìàëèçîâûâàòü ðàçíû-
ìè ñïîñîáàìè, ïðèìåðû òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ òàêîãî òèïà  òåîðåìû 1.0.1, 1.0.2, 1.0.3
íèæå.
Òàê ìû ïðèõîäèì ê æåëàíèþ îïðåäåëèòü êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êàêîì-íèáóäü
ñìûñëå áëèçêèõ ê ïåðèîäè÷åñêèì. Ïóñòü d(f, g)  íåêîòîðàÿ ìåðà áëèçîñòè óíêöèé
f è g, èçìåðÿåìàÿ íåîòðèöàòåëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Ïîíÿòèå ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íîñòè äëÿ óíêöèé â îáùåì âèäå ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü òàê: óíêöèÿ f : R → R
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî d, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî ñäâèãîâ T ,
äëÿ êîòîðûõ d(f(x), f(x+ T )) < ε, îòíîñèòåëüíî ïëîòíî, òî åñòü èìååò îãðàíè÷åííûå
ïðîïóñêè (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà åñòü íà ëþáîì îòðåçêå
äëèíû C äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòû C). Â êà÷åñòâå ìåðû áëèçîñòè óíêöèé
d(g, h) ìîæíî áðàòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f−g‖ äëÿ ðàçëè÷íûõ íîðì ‖·‖: ðàâíîìåðíîé íîð-
ìû ‖f‖∞ = supx |f(x)| (ïîëó÷àåì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïî Áîðó óíêöèè [8℄), íîðìû








ïî Áåçèêîâè÷ó óíêöèè [9℄), ìíîãèõ äðóãèõ.
Ïî àíàëîãèè, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáùíîñòè ìîæíî äàòü
òàêîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü d(x, y)  êàêàÿ-òî ìåðà áëèçîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èçìå-
ðÿåìàÿ íåîòðèöàòåëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, ïðè÷¼ì d(x, x) = 0 äëÿ ëþáîãî x.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî M ⊆ N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî ïëîòíî, åñëè
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíî. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, M îòíîñèòåëüíî ïëîòíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû l è äëÿ âñåõ i èìååì
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M ∩{i, i+1, i+2, . . . , i+ l−1} 6= ∅. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x áëèçêà ê ïåðèîäè÷åñêîé îòíî-
ñèòåëüíî d, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî
M , ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ M èìååì d(Lm(x), x) < ε. Òîãäà ÿñíî, ÷òî åñëè x ïåðèîäè÷íà
ñ ïåðèîäîì p, òî d(Lm(x), x) = 0 äëÿ âñåõ m ∈ M = {pn : n ∈ N}, òî åñòü x ÿâëÿåòñÿ
áëèçêîé ê ïåðèîäè÷åñêîé ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ.
Îäíîé èç åñòåñòâåííûõ ìåð áëèçîñòè íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
êàíòîðîâà ìåòðèêà dC(x, y) = 2
−n
, ãäå n = min{k : x(k) 6= y(k)}. Èñïîëüçóÿ òàêóþ
ìåòðèêó â îïðåäåëåíèè âûøå, ìû ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ïî-äðóãîìó ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü òàê: ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü x ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî å¼ ïîäñëîâà u íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëü-
íîå l, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå äëèíû l ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå ñëîâà u.
(Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíêöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ äëèíå ñëîâà u ìàêñèìàëü-
íîå ïîäõîäÿùåå äëÿ âñåõ ñëîâ ýòîé äëèíû ÷èñëî l  îíà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿòîð ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè.) Äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñèìâîëè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, îïðåäåë¼ííàÿ âûøå, áóäåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Âîò ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ
òàêîãî òèïà.
Òåîðåìà 1.0.1 ([10℄). Åñëè ïðîñòðàíñòâî V êîìïàêòíî è îðáèòà êàæäîé òî÷êè ïëîò-
íà â V , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Áîëåå òîãî, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì îáðàçîì, êàê îïèñàíî â òåîðåìå 1.0.1. Äëÿ ýòîãî íà-
äî âçÿòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæä¼ííîé ìåòðèêîé
dC , äëÿ êàæäîé áóêâû a â êà÷åñòâå îáëàñòè Aa âçÿòü ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
íà÷èíàþùèõñÿ ñ a, è â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ f âçÿòü îòîáðàæåíèå L ëåâîãî ñäâèãà, à â
êà÷åñòâå V âçÿòü çàìûêàíèå x îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ f , ïîñëå ÷åãî çàìêíóòü ïîëó÷èâ-
øååñÿ ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè dC . Ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [11℄.
Ñëåäóþùèé àêò î òðàåêòîðèÿõ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ  ÷àñòíûé ñëó÷àé
òåîðåìû 1.0.1.
Òåîðåìà 1.0.2 ([10℄). Åñëè V  êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è f  èçî-
ìåòðèÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Òåîðåìû 1.0.1 è 1.0.2 â òîì èëè èíîì âèäå óæå ìîæíî ñ÷èòàòü îëüêëîðîì (äîêàçà-
òåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10℄). Âèäèìî, ýòî óæå íå ñîâñåì òàê äëÿ ðåçóëüòàòà
òåîðåìû 1.0.3.
Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî íàñòîÿùåãî îáçîðà íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ýåêòèâíûå â
àëãîðèòìè÷åñêîì ñìûñëå ðåçóëüòàòû è ïîíÿòèÿ. Ýåêòèâíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìû íàçûâàåì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ
âû÷èñëèìà, è äëÿ êîòîðîé ýåêòèâíî ïî n ìîæíî íàõîäèòü òàêîå l, ÷òî âñå ïîäñëîâà
äëèíû n ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîäÿò â êàæäîå ïîäñëîâî äëèíû l.
Ïóñòü T s  s-ìåðíûé òîð [0, 1)s ñ åñòåñòâåííîé ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ìåòðè-
êîé â Rs. Ìíîæåñòâî â Rs íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû (ñòðîãèõ èëè íåñòðîãèõ) ïîëèíîìèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ñ öåëûìè êîýèöèåíòàìè.
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Ìíîæåñòâî â Rs íàçûâàåòñÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî â T s ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå, åñëè ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ïîëóàëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà â Rs ñ òîðîì T s.
Òåîðåìà 1.0.3 ([10℄). Ïóñòü V  s-ìåðíûé òîð, x0  àëãåáðàè÷åñêàÿ òî÷êà â V , f 
ñäâèã íà âåêòîð ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè, âñå Ai  ïîëóàëãåáðàè÷åñêèå. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ýåêòèâíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Âåðí¼ìñÿ ê îïðåäåëåíèþ áëèçîñòè ê ïåðèîäè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû áëèçîñòè. Èç
äðóãèõ åñòåñòâåííûõ óíêöèé d, êîòîðûå ìîæíî âçÿòü â ýòîì îïðåäåëåíèè, ðàññìîòðèì
äèñêðåòíûé àíàëîã ðàññòîÿíèÿ Áåçèêîâè÷à: dB(x, y) = lim inf
1
n
#{i : 0 6 i 6 n−1, x(i) 6=
y(i)}. Òàêàÿ óíêöèÿ óæå íå áóäåò ìåòðèêîé, ïîòîìó ÷òî âîçìîæíî dB(x, y) = 0 ïðè
x 6= y. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áëèçêèå ê ïåðèîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî dB, áóäåì íàçûâàòü
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè ïî Áåçèêîâè÷ó . Ýòî îïðåäåëåíèå, ââåä¼ííîå â [6℄ (ïîä äðóãèì íà-
çâàíèåì  òàì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàëèñü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè, à òå, ÷òî
ìû â ýòîé ñòàòüå íàçûâàåì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè, íàçûâàëèñü ðåêóððåíòíûìè), ÿâëÿ-
åòñÿ äèñêðåòíûì âàðèàíòîì îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Áåçèêîâè÷ó óíêöèé
(ñì. âûøå). Ìû îáðàùàåìñÿ ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ â íåñêîëüêî äðóãîì êîíòåêñòå, êîãäà
ãîâîðèì î ìåðå àïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. ðàçäåë 6.2).
Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó èç óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 1.0.1, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé. Îäèí èç ñèíîíèìîâ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè  ìèíèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíî îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Fac(x) ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäñëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x. Ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàäàþò ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ïîäñëîâ ñðåäè âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
Ïðåäëîæåíèå 1.0.4. 1) Äëÿ ëþáûõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x è y åñëè
x ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ è Fac(y) ⊆ Fac(x), òî Fac(y) = Fac(x).
2) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü x, òàêàÿ ÷òî Fac(x) ⊆ Fac(y).
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.0.4 ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [12℄. Î äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [13℄.
Ïðåäëîæåíèå 1.0.4  ïðèìåð êîìáèíàòîðíîãî ñâîéñòâà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êîìáèíàòîðíûå ðåçóëüòàòû ïîÿâëÿþòñÿ óæå â [6, 7℄. Êðîìå òîãî,
êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ñëîâà è äî ýòîãî èçó÷àëèñü ñ êîìáèíàòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ.
Çàðîæäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè  êîìáèíàòîðèêè ñëîâ  ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ðà-
áîòû Òóý [14, 15℄, â êîòîðûõ îí, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àåò ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
êîòîðóþ ìû îáñóæäàåì â ðàçäåëå 1.3, è äîêàçûâàåò å¼ áåñêóáíîñòü (ïîäðîáíåå î ðà-
áîòàõ Òóý ñì. â [16℄). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî Òóý íå èìåë â âèäó êàêèõ-òî êîíêðåòíûõ
ïðèìåíåíèé ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ è ñ÷èòàë ðàññìàòðèâàåìûå èì âîïðîñû ïðåäñòàâëÿþùè-
ìè ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ (ñì. [17℄). Ñåé÷àñ êîìáèíàòîðèêà ñëîâ  àêòèâíàÿ îáëàñòü,
è â íàñòîÿùåì îáçîðå ìíîãî ïðèìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.
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Åù¼ îäèí êëàññ ðåçóëüòàòîâ, îáñóæäàåìûõ â íàñòîÿùåì îáçîðå  ëîãè÷åñêèå. Â [18℄
áûëà äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè ñëåäîâàíèÿ íà íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ, ïðè ïîìîùè ñîïîñòàâëåíèÿ îðìóë òåîðèè êîíå÷íûì àâòîìàòàì íà áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ïîñëå ýòîãî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ýòîé
òåîðèè, ðàñøèðåííîé êàêîé-òî óíêöèåé. Êîíå÷íî, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëü-
íûé, åñëè óíêöèÿ âûðàçèìà â èñõîäíîé òåîðèè, íî çàïàñ òàêèõ óíêöèé íåâåëèê 
ýòî ïåðèîäè÷åñêèå óíêöèè, âîçìîæíî, ñ ïðåäïåðèîäîì (ò. å. îïÿòü ïåðèîäè÷íîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ óíêöèé ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì
çíà÷åíèé, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â êîíå÷íîì àëàâèòå, ìîæíî ïîëó÷èòü êðèòå-
ðèé ðàçðåøèìîñòè, åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, áëèçêèìè ê ñâîé-
ñòâàì ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è äëÿ ýòîãî ïîëåçíî èçó÷èòü, êàê âåäóò ñåáÿ
êîíå÷íûå àâòîìàòû, çàïóùåííûå íà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Òàê â [19, 20℄ ïîÿâëÿ-
åòñÿ îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ýòîì, êàê
ïîêàçûâàåò òåîðåìà 3.1.1, îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçíè-
êàþò íå ïðîñòî êàê êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ îêàçàëîñü óäîáíî äîêàçàòü
êàêèå-òî ðåçóëüòàòû, à êàê îòâåò íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ. Ìû îáñóæäàåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû â ðàçäåëàõ 2.3, 3, êðîìå òîãî, ýòè âîïðîñû ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ
òåì âî âñ¼ì îáçîðå â öåëîì. Î äðóãîãî ðîäà ñâÿçÿõ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè è òåîðèè
àâòîìàòîâ, êîòîðûå ìû â íàñòîÿùåì îáçîðå íå çàòðàãèâàåì, ìîæíî ïðî÷èòàòü â [21℄.
Ïîìèìî âñåãî ïåðå÷èñëåííîãî, â ýòîì îáçîðå çàòðàãèâàþòñÿ è äðóãèå âîïðîñû, ñâÿ-
çàííûå ñ òåîðèåé ÷èñåë, àëãåáðîé, òåîðèåé àëãîðèòìîâ.
1.1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Ââåä¼ì íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Àëàâèòîì ìû íàçûâàåì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Îáû÷íî àëàâèò ìû
îáîçíà÷àåì áóêâàìè A, B è ò. ï. Åãî ýëåìåíòû ìû íàçûâàåì áóêâàìè èëè ñèìâîëà-
ìè. Ñòàíäàðòíûé áèíàðíûé àëàâèò èç äâóõ ñèìâîëîâ {0, 1} îáîçíà÷èì B, ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {0, 1, 2, . . .} ÷åðåç N. Ïî óìîë÷àíèþ ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êî-
íå÷íûå àëàâèòû, è ïðè ðàññìîòðåíèè áåñêîíå÷íûõ àëàâèòîâ îãîâàðèâàåì ýòî îñîáî.
Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ÷åðåç #X èëè |X| îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â í¼ì.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä A  îòîáðàæåíèÿ x : N→ A. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàäåë¼ííîå ìåòðèêîé dC, îáðàçóåò ñòàíäàðòíîå
êàíòîðîâñêîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì AN. Òà-
êèì îáðàçîì, limn→∞ un = x, åñëè ∀i ∃n ∀m > n um(i) = x(i) (ýòî îïðåäåëåíèå ãîäèòñÿ
è äëÿ êîíå÷íûõ ñëîâ un). Èíîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò òàêæå áåñêîíå÷íûìè
ñëîâàìè.
Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ â àëàâèòå A íàçûâàåòñÿ ñëîâîì íàä èëè â A.
×åðåç A∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ íàä A, âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî Λ.
×åðåç |u| áóäåì îáîçíà÷àòü äëèíó ñëîâà u, ÷åðåç |u|a  êîëè÷åñòâî áóêâ a â ñëîâå u.
Åñëè i 6 j íàòóðàëüíûå, ÷åðåç [i, j] îáîçíà÷èì îòðåçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñ êîíöàìè â
i è j, òî åñòü ìíîæåñòâî {i, i + 1, i + 2, . . . , j}. Îòðåçîê [0, n] áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî
[n]. ×åðåç x[i, j] îáîçíà÷èì îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x  ñëîâî x(i)x(i + 1) . . . x(j).
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îâîðÿò, ÷òî [i, j]  âõîæäåíèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ñëîâà u ∈ A∗, åñëè x[i, j] = u.
Ñëîâî u 6= Λ íàçûâàåòñÿ àêòîðîì èëè ïîäñëîâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, åñëè u âõî-
äèò â x. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ àêòîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x áóäåì îáîçíà÷àòü
Fac(x), ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ àêòîðîâ äëèíû m  Facm(x). Ôàêòîðû âèäà x[0, i]
íàçûâàþòñÿ ïðåèêñàìè x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà x(i)x(i+1)x(i+2) . . .  ñóèêñà-
ìè x è îáîçíà÷àþòñÿ x[i,∞). Ìû ïðåäñòàâëÿåì ñåáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïîëîæåííîé
ãîðèçîíòàëüíî è èäóùåé ñëåâà íàïðàâî äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü
âûðàæåíèÿ ëåâåå è ïðàâåå äëÿ ìåíüøèõ è áîëüøèõ èíäåêñîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x íàçûâàåòñÿ òàêàÿ óíêöèÿ px : N→
N, ÷òî px(n) ðàâíî êîëè÷åñòâó ñëîâ äëèíû n, âõîäÿùèõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x.
Ïóñòü A, B  êîíå÷íûå àëàâèòû. Îòîáðàæåíèå φ : A∗ → B∗ íàçûâàåòñÿ ìîðèç-
ìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ u, v ∈ A∗ âûïîëíåíî φ(uv) = φ(u)φ(v). ßñíî, ÷òî ìîðèçì ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà îäíîáóêâåííûõ ñëîâàõ. Ìîðèçì íåñòè-
ðàþùèé, åñëè |φ(a)| > 1 äëÿ âñåõ a ∈ A. Ìîðèçì íàçûâàåòñÿ k-ðàâíîìåðíûì, åñëè
|φ(a)| = k äëÿ âñåõ a ∈ A. 1-ðàâíîìåðíûé ìîðèçì íàçûâàåòñÿ êîäèðîâàíèåì. Åñëè x 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ àëàâèòà A, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì
φ(x) = φ(x(0))φ(x(1))φ(x(2)) . . .
Ïîäðîáíåå î ìîðèçìàõ, à òàêæå î ñòðîÿùèõñÿ ñ ïîìîùüþ íèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ 
àâòîìàòíûõ è ìîðè÷åñêèõ  ñì. ðàçäåëû 6.1 è 6.3.
1.2. Îñíîâíûå êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. åãóëÿòîðû
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî T ∈ N, íàçûâàåìîãî ïå-
ðèîäîì, èìååì x(i) = x(i + T ) äëÿ ëþáîãî i ∈ N. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåïðèíÿòûì
ñîãëàøåíèåì, ïåðèîäîì ìû íàçûâàåì òàêæå è ñëîâî x[0, T − 1]. Áóäåì íàçûâàòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè òî æå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ i,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî K. Òîãäà x[0, K − 1] íàçûâàåòñÿ ïðåäïåðèîäîì. Ïðåäïåðèîäîì
áóäåì íàçûâàòü òàêæå è ÷èñëî K. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ çàêëþ÷èòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêîé, íàçûâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêîé. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì P, ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ îáîçíà÷èì EP.
àññìîòðèì íåêîòîðûå ðàñøèðåíèÿ ýòèõ êëàññîâ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ êàæäîãî å¼ àê-
òîðà u íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå l, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå äëèíû l ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå ñëîâà u. Òåì ñàìûì, ëþáîå ñëîâî, âõîäÿùåå â ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âõîäèò â íå¼ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. ×åðåç AP
(almost periodi) áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. ßñíî, ÷òî äëÿ
ïðîâåðêè ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè äîñòàòî÷íî òîëüêî óáåäèòüñÿ â ïîâòîðÿåìîñòè ñ îãðà-
íè÷åííûìè èíòåðâàëàìè âñåõ ïðåèêñîâ, à íå âñåõ àêòîðîâ. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò òàêæå ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûìè è ìèíèìàëüíûìè.
Áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè
íåêîòîðûé å¼ ñóèêñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åí. Êëàññ âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáî-
çíà÷èì EAP (eventually almost periodi).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî å¼ àêòîðà u, âõîäÿùåãî â íå¼ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëü-
íîå l, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå äëèíû l ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå ñëî-
âà u. Êëàññ âñåõ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç GAP (generalized almost
periodi).
Åñëè x ∈ EAP, òî ìèíèìàëüíîå òàêîå n, ÷òî x[n,∞) ∈ AP, áóäåì íàçûâàòü ìèíè-
ìàëüíûì ïðåèêñîì è îáîçíà÷àòü pr(x). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî m > pr(x) èìååì
x[m,∞) ∈ AP.
È íàêîíåö, íàçîâ¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ðåêóððåíòíîé, åñëè êàæäîå ñëîâî, êî-
òîðîå â íå¼ âõîäèò, îáÿçàòåëüíî âõîäèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. ßñíî, ÷òî åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêóððåíòíàÿ è îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî îíà ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ. Êëàññ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåì îáîçíà÷àòü R. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü çàêëþ÷èòåëüíî ðåêóððåíòíàÿ, åñëè íåêîòîðûé å¼ ñóèêñ ðåêóððåíòåí.
Êëàññ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì ER.
åãóëÿòîðîì ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ GAP íàçîâ¼ì óíê-
öèþ Rx : N → N, êîòîðàÿ íà ÷èñëå n ðàâíà ìèíèìàëüíîìó òàêîìó l, ÷òî êàæäîå ñëîâî
äëèíû n, êîòîðîå âõîäèò â x áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, âñòðåòèòñÿ íà ëþáîì îò-
ðåçêå äëèíû l ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, à òàêæå ëþáîå ñëîâî äëèíû n, êîòîðîå âõîäèò
â x êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, íå âõîäèò â x[l,∞) (âòîðîå âàæíî òîëüêî äëÿ îáîáù¼í-
íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè).
×àñòî âìåñòî ðåãóëÿòîðà íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàêóþ-òî âåðõ-
íþþ îöåíêó íà íåãî, òî åñòü óíêöèþ f , òàêóþ ÷òî f(n) > Rx(n) äëÿ âñåõ n  â ýòîì
ñëó÷àå ìû ïèøåì f > Rx. Åñëè ãîâîðèòü áîëåå òî÷íî, ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íî-
ñòè îáúåäèíÿåò â ñåáå äâå óíêöèè: îäíà ñëåäèò çà ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó âõîæäåíèÿìè
ñëîâ, âõîäÿùèõ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, à äðóãàÿ ñëåäèò çà òåì ïðåèêñîì, êîòî-
ðûì îãðàíè÷èâàåòñÿ âõîæäåíèå ñëîâ, âõîäÿùèõ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Èíîãäà ñòîèò
ýòè óíêöèè ðàçäåëÿòü ÿâíî, õîòÿ íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåé ñòàòüè ìû ýòîãî äåëàòü
íå áóäåì.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ýåêòèâíî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêàÿ, åñëè x âû÷èñëèìà, îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, è íåêîòîðàÿ îöåíêà ñâåðõó íà
ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x òàêæå âû÷èñëèìà. Ìû ïîëó÷èì
ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå, åñëè çàìåíèì òðåáîâàíèå âû÷èñëèìîñòè íåêîòîðîé îöåíêè
ñâåðõó íà ðåãóëÿòîð òðåáîâàíèåì âû÷èñëèìîñòè ðåãóëÿòîðà â òî÷íîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ GAP âû÷èñëèìà, è âû÷èñëèìà
íåêîòîðàÿ óíêöèÿ f > Rx. Òîãäà óíêöèÿ Rx âû÷èñëèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîâà äëèíû n, âõîäÿùèå â x áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç  ýòî ñëîâà
äëèíû n, âõîäÿùèå â x[f(n), 2f(n)]. Âñå îñòàëüíûå ñëîâà äëèíû n, êîòîðûå âõîäÿò â
x[0, f(n) + n], âõîäÿò â x êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç.
Ïóñòü l1 ðàâíî ìèíèìàëüíîìó òàêîìó l, ÷òî âñå ñëîâà äëèíû n, âõîäÿùèå â x êî-
íå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, íå âõîäÿò â x[l,∞]. Ïîñêîëüêó l1 6 f(n), òàêîå l1 ìîæíî íàéòè
ïåðåáîðîì.
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî K ñëîâ äëèíû f(n), õîòÿ áû
îäèí ðàç âõîäÿùèõ â x. Òåïåðü äîñòàòî÷íî íàéòè ìèíèìàëüíîå òàêîå l2, ÷òî êàæäîå
ïîäñëîâî äëèíû n, âñòðå÷àþùååñÿ â x áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì
ïîäñëîâå äëèíû l2 êàæäîãî èç ñëîâ ìíîæåñòâà K. Òîãäà âûïîëíåíî, ÷òî ëþáîå ïîäñëî-
âî x äëèíû n, âñòðå÷àþùååñÿ â x áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, âõîäèò â ëþáîå ïîäñëîâî x
äëèíû l2.
Òàêèì îáðàçîì, Rx(n) = max(l1, l2).
Íàçîâ¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýåêòèâíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè îíà ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íà è ýåêòèâíî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Îïðåäåëåíèå ýåêòèâíîé ïî-
÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ìîæíî óïðîñòèòü.
Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ýåêòèâíî ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x âû÷èñëèìà è ìíîæåñòâî ïîäñëîâ Fac(x)
ðàçðåøèìî.
Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Ïóñòü x ∈ AP âû÷èñëèìà, è ìû óìååì âû÷èñëÿòü íåêîòîðóþ
îöåíêó f > Rx. Òîãäà ÷òîáû íàéòè âñå ñëîâà äëèíû n â x, äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèç-
âîëüíîå ñëîâî äëèíû f(n) â x: ìíîæåñòâî åãî ïîäñëîâ äëèíû n â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïîäñëîâ äëèíû n âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíè-
åì ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.
⇐. Ïóñòü x ∈ AP âû÷èñëèìà è ìíîæåñòâî Fac(x) ðàçðåøèìî. ×òîáû íàéòè çíà÷å-
íèå Rx(n), áóäåì ïåðåáèðàòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ, ñêàæåì, ñ n.
Ïðîâåðÿÿ ÷èñëî m, ìû ñìîòðèì, âåðíî ëè, ÷òî êàæäîå èç ñëîâ ìíîæåñòâà Facm(x) (ïîä-
ñëîâà x äëèíû m) ñîäåðæèò âñå ñëîâà èç Facn(x) (ïîäñëîâà x äëèíû n). Åñëè ýòî òàê,
òî Rx(n) 6 m, à èíà÷å Rx(n) > m. Ïîñêîëüêó x ∈ AP, äî áåñêîíå÷íîñòè ìû ïðîâåðÿòü
íå ìîæåì è êîãäà-íèáóäü íàéä¼ì ïîäõîäÿùåå m.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî P ⊂ AP ⊂ EAP ⊂ GAP. Îêàçûâàåòñÿ, âñå ýòè âêëþ÷åíèÿ
ñòðîãèå. Íàïðèìåð, èçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý Ìîðñà t = 0110100110010110 . . .
(ñì. ðàçäåë 1.3)  ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç AP, íî íå èç P (áîëåå òîãî, êëàññ AP
êîíòèíóàëåí, òîãäà êàê P ñ÷¼òíûé, äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [22℄ èëè [10℄). Íåðàâåíñòâî
AP ( EAP î÷åâèäíî (ìîæíî âçÿòü 10000 . . . ∈ EAP \ AP). Íåðàâåíñòâî EAP ( GAP
áûëî äîêàçàíî â [23℄ (ñì. òàêæå â [24℄). Êðîìå òîãî, ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùèå âêëþ-
÷åíèÿ P ⊂ EP ⊂ EAP, âñå èç êîòîðûõ òîæå, î÷åâèäíî, ñòðîãèå.
Ââåä¼ííûå êëàññû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1
5
.
Íàçîâ¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè êàæäîå ñëîâî, êîòî-
ðîå â íå¼ âõîäèò, âõîäèò â íåêîòîðîé àðèìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Áîëåå îðìàëüíî,
x  òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî âõîäÿùåãî â íå¼ ñëîâà u íàéäóòñÿ
òàêèå a, d ∈ N, ÷òî x[a + id, a + id + |u| − 1] = u äëÿ âñåõ i > 0. Ïðè ýòîì u ìîæåò
âõîäèòü è ãäå óãîäíî åù¼ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû âñå âõîæäåíèÿ
ñëîâà u îáðàçîâûâàëè àðèìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ òî÷íî ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Êëàññ òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
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èñ. 1. Êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì PAP . Íà ñ. 48 îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (èñïîëüçîâàííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2.2), ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ìîæíî ñòðîèòü òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íî ýòèì ìåòîäîì ïî-
ëó÷àþòñÿ íå âñå òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïóñòü φ : A∗ → B∗  ìîðèçì, x îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàä àëàâèòîì A. Â [10℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φ(x) áåñ-
êîíå÷íà, òî îíà îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. ßñíî òîãäà, ÷òî äëÿ x  ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîé φ(x) áóäåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé (åñëè áåñêîíå÷íà). Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà u = x[i, j] ñëîâî φ(u) = φ(x(i)) . . . φ(x(j)) âñòðå÷àåòñÿ â
φ(x) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Íî ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ φ(x) è èç òîãî, ÷òî x ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà, è çíà÷èò, ñëîâî u âñòðå÷àåòñÿ â íåé áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Î÷åâèäíî, äëÿ
x  çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé φ(x) áóäåò ñíîâà çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêîé (åñëè îíà áåñêîíå÷íà). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî êëàññû ýåêòèâíî îáîáù¼ííî
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ è ýåêòèâíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêæå
çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé ìîðèçìîâ.
1.3. Ïåðâûé ïðèìåð: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà  îäíà èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â
êîìáèíàòîðèêå ñëîâ, âñòðå÷àåòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ñþæåòàõ è ñëóæèò êëàññè÷åñêèì ïðè-
ìåðîì èëè êîíòðïðèìåðîì êî ìíîãèì îïðåäåëåíèÿì è óòâåðæäåíèÿì. Õîðîøèì îáçî-
ðîì ïî ñâîéñòâàì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ [17℄ (êîòîðóþ ìû âî ìíîãîì
èñïîëüçóåì â èçëîæåíèè ýòîãî ðàçäåëà).
Ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî ðàçëè÷íûõ ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé îïðåäå-
ëåíèé. Äàäèì íåêîòîðûå èç íèõ.
Ïðîùå âñåãî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷èòü òàê. Çàïèøåì ñèìâîë: 0. Äàëåå èí-
âåðòèðóåì åãî (òî åñòü çàìåíèì íà 1) è ïðèïèøåì ê èìåþùåìóñÿ: 01. Òåïåðü èìåþ-
ùèéñÿ áëîê îïÿòü èíâåðòèðóåì (òî åñòü çàìåíèì â í¼ì 0 íà 1 è 1 íà 0) è ïðèïèøåì










Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäîå ñëåäóþùåå êîíå÷íîå ñëîâî íà÷èíàåòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî. Ïî-
ýòîìó âñå ýòè ñëîâà ÿâëÿþòñÿ íà÷àëîì íåêîòîðîãî îäíîãî (ïðåäåëüíîãî) áåñêîíå÷íîãî
ñëîâà, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Òóý  Ìîðñà:
t = 01101001100101101001011001101001 . . .
Ìîæíî äàòü è òàêîå îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t = t0t1t2t3t4 . . . ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Òóý  Ìîðñà, åñëè âûïîëíåíî t0 = 0 è t2n = tn, t2n+1 = t¯n äëÿ âñåõ n,
ãäå ¯ îçíà÷àåò èíâåðòèðîâàíèå  çàìåíó âñåõ 0 íà 1 è âñåõ 1 íà 0.
Äàäèì è åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü s2(n) îáîçíà÷àåò ñóììó öèð íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n, çàïèñàííîãî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Îïðåäåëèì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü t = t0t1t2t3t4 . . . , òàê ÷òî tn = s2(n) (mod 2). Îáîáùåíèåì òàêîãî îïðåäåëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå àâòîìàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. ðàçäåë 6.1).





) = (1−x)(1−x2)(1−x4) · · · =∑i>0 fix îïðåäåëÿåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fi. Îïðåäåëèì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t = t0t1t2t3t4 . . . , òàê
÷òî (−1)ti = fi.
Ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðå âûøåïåðå÷èñëåííûõ îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû è çàäàþò îäíó è òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñòü è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ.
Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà  ïðîñòåéøèé ïðèìåð ìîðè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè  íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîðèçìà 0 → 01, 1 → 10 (ñì. ðàçäåëû 6.1,
6.3).
Îäíèì èç ñàìûõ ðàííèõ ñëó÷àåâ ïîÿâëåíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü ðàáîòû Òóý: â [14℄ è [15℄ îí ñòðîèò ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê ïðèìåð áåñêóáíîé
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çäåñü êóáàìè ìû íàçûâàåì ñëîâà âèäà uuu, ãäå u 
íåêîòîðîå íåïóñòîå ñëîâî, à áåñêóáíîé  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðóþ íå âõîäÿò êó-
áû. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â t íå âõîäÿò ñëîâà âèäà auaua, ãäå a  íåêîòîðûé
ñèìâîë, à u  íåêîòîðîå ñëîâî. Êàê ñëåäñòâèå, ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêâàäðàòíóþ (òî
åñòü íå ñîäåðæàùóþ êâàäðàòîâ  ñëîâ âèäà uu äëÿ íåïóñòîãî u) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â
àëàâèòå èç òð¼õ ñèìâîëîâ.
Âïîñëåäñòâèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà ìíîãî ðàç ïåðåîòêðûâàëè, îòñþäà
è ìíîãî äðóãèõ èì¼í, êîòîðûå îíà íîñèò. Â [5℄ Ìîðñ äîêàçûâàåò ïðî ýòó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ÷òî îíà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, íî íå ïåðèîäè÷åñêàÿ. Â [25℄ ãîëëàíäñêèé øàõìà-
òèñò Ìàêñ Ýéâå ïåðåîòêðûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà è èñïîëüçóåò å¼ äëÿ
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äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé ïàðòèè. (Âïîñëåäñòâèè äëÿ ðå-
øåíèÿ ýòîé æå çàäà÷è å¼ îïÿòü èñïîëüçóþò Ìîðñ è Õåäëóíä [26, 27℄, íå çíàÿ î ðàáîòå
Ýéâå.)
Ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé òàêæå íåÿâíî ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý 
Ìîðñà, ìîæíî îòíåñòè ê òåîðèè ÷èñåë. Âïåðâûå å¼ ñîðìóëèðîâàë Ïðóý [28℄ è ïîçäíåå,
áîëåå ÷åì ÷åðåç 50 ëåò, Òàððè è Ýñêîòò. Òåïåðü ýòà çàäà÷à îáû÷íî íàçûâàåòñÿ çàäà÷à
Ïðóý  Òàððè  Ýñêîòòà èëè çàäà÷à î ìóëüòèñòåïåíÿõ.
Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ìîæíî ëè ðàçäåëèòü ìíîæåñòâî ÷èñåë {0, 1, 2, . . . , 2N−1}







äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , t?
Ïðóý äîêàçàë, ÷òî ýòî âîçìîæíî ïðè N = t + 1. Áîëåå òî÷íî, ïî ñóùåñòâó Ïðóý
óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t. Îïðåäåëèì
I = {i ∈ {0, 1, 2, . . . , 2N−1} : ti = 0},
J = {j ∈ {0, 1, 2, . . . , 2N−1} : tj = 1}.







Âèäèìî, ñòàòüÿ Ïðóý [28℄  ýòî ñàìîå ðàííåå (íî íåÿâíîå) èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Òóý  Ìîðñà.
Ñëåäóþùèé òåîðåòèêî-÷èñëîâîé âîïðîñ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òóý  Ìîðñà áûë çà-
äàí åëüîíäîì â 1968 ãîäó. ×åòâ¼ðòîå îïðåäåëåíèå èç äàííûõ íàìè âûøå çàäà¼ò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü fi = (−1)ti . Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |
∑N
i=0 fi| 6 1 äëÿ ëþáîãî N . Èìåÿ
â âèäó òðåòüå îïðåäåëåíèå íà îñíîâå ñóììû öèð â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, ýòî çíà-
÷èò, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïðàêòè÷åñêè â ðàâíîé ñòåïåíè ðàçäåëåíû íà òå, ó êîòîðûõ
ñóììà öèð ÷¼òíà, è òå, ó êîòîðûõ ñóììà öèð íå÷¼òíà. åëüîíä ñïðîñèë, âåðíî ëè,
÷òî ñóììà öèð ó ïðîñòûõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ìîæåò áûòü àñèìïòî-
òè÷åñêè â ðàâíîé ñòåïåíè ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé [29℄. Íåäàâíî áûë ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ: â [30℄ ïîêàçàíî, ÷òî |∑p6x fp| = o(pi(x)) ïðè x → ∞, ãäå ñóììà
áåð¼òñÿ ïî ïðîñòûì ÷èñëàì p, à pi(x) ðàâíî êîëè÷åñòâó ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ x. Ñì. òàêæå [31℄ î òðóäíîñòÿõ ïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñëà ïî åãî ïðåäñòàâëåíèþ â
êàêîé-òî ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà âñòðå÷àåòñÿ òàêæå â ðåøåíèè çíàìåíèòîé ïðîáëå-
ìû Áåðíñàéäà: âåðíî ëè, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèþ xn = 1, êîíå÷íà? Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé (è õîðîøî èçâåñòíûé) äëÿ n = 2.
Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ n îòâåò îòðèöàòåëüíûé: êàê ïîêàçàëè Íîâèêîâ è Àäÿí [32, 33, 34℄,
áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà Γ(m,n) ñ m ïîðîæäàþùèìè è ñ ñîîòíîøåíèåì xn = 1 ñóùåñòâóåò
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äëÿ âñåõ m > 1 è äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ n > 4381. Èçó÷åíèþ ñâîéñòâ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï
Γ(m,n) íà îñíîâå óñîâåðøåíñòâîâàííûõ ìåòîäîâ èç [32, 33, 34℄ ïîñâÿùåíà ìîíîãðàèÿ
Àäÿíà [35℄, ãäå, â ÷àñòíîñòè, îöåíêà 4381 óëó÷øåíà äî 655.
Îäèí èç ñàìûõ ïåðâûõ øàãîâ â ðåøåíèè ïðîáëåìû Áåðíñàéäà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
áåñêóáíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â àëàâèòå èç äâóõ ñèìâîëîâ, â êà÷åñòâå êîòîðîé Àäÿí
è Íîâèêîâ èñïîëüçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà. îâîðÿ áîëåå òî÷íî, àâòîðû
ññûëàþòñÿ íà ðàáîòó Àðøîíà, â êîòîðîé ïîñòðîåíà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê Ñîëîìîí Åèìîâè÷ Àðøîí ðîäèëñÿ â 1892 ãîäó è áûë ðå-
ïðåññèðîâàí â êîíöå 1930-õ. Ïðåäïîëîæèòåëüíîå âðåìÿ àðåñòà êîíåö 1938  íà÷àëî
1939 ãîäà. Äî ýòîãî Àðøîí áûë ãëàâíûì ðåäàêòîðîì èçäàòåëüñòâ åäàêöèÿ òåõíèêî-
òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû ïðè Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑ è/èëè èçäàòåëüñòâà ÎÍÒÈ. Îí
áûë ñíÿò ñ ðàáîòû â èþíå 1938 ãîäà (ñì. [36, 37℄).
Â ðàáîòå [38℄ (êîòîðàÿ àêòè÷åñêè êîïèðóåò áîëåå ðàííþþ ðàáîòó [39℄), Àðøîí ñòðî-
èò ñåðèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ ñïåöèàëüíîìó ñâîéñòâó àññèìåòðè÷íîñòè. Äëÿ n = 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Àðøîíà
ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Òóý  Ìîðñà. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ðåçóëüòàò  îáîá-
ùåíèå ðåçóëüòàòîâ Òóý î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, èçáåãàþùèõ ñëîâ âèäà auaua, ãäå a 
áóêâà, u  ñëîâî.
Äîêàæåì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2.1, íî ìû ïðèâåä¼ì çäåñü ðàññóæäåíèå ÿâíî. Çàìåòèì, ÷òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî n íàéä¼òñÿ òàêîå ln, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå äëè-
íû ln â t íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå ñëîâà un (â îáîçíà÷åíèÿõ ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ èç íà÷àëà
ðàçäåëà). Äåéñòâèòåëüíî, âñå îñòàëüíûå ïîäñëîâà ñîäåðæàòñÿ â îäíîì èç un, ïîñêîëüêó
t = limn→∞ un. Äëÿ n = 0 âîçüì¼ì l0 = 3. Äåéñòâèòåëüíî, u0 = 0, à â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè t íèãäå íåò òð¼õ 1 ïîäðÿä (è âîîáùå íåò íèêàêèõ êóáîâ). ßñíî òåïåðü, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n ïîäîéä¼ò 4|un| = 2n+2, ïîòîìó ÷òî äëÿ êàæäîãî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
t ìîæíî çàïèñàòü êàê t = unu¯nu¯nunu¯nununu¯n . . . , ïðè÷¼ì åñëè çàìåíèòü âñþäó un íà 0
è u¯n íà 1, òî ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè t.
1.4. Âòîðîé ïðèìåð: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà
Äðóãàÿ î÷åíü ïîïóëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è 
îïðåäåëÿåòñÿ êàê áåñêîíå÷íàÿ âïðàâî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ íà áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ïðè êîòîðîì îäíîâðåìåííî çàìåíÿåòñÿ 0 → 01 è 1 → 0 (òî åñòü
÷èñòî ìîðè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ 0 è ïîëó÷åííàÿ èç ìîðèçìà
0→ 01, 1→ 0; ñì. ðàçäåëû 6.1, 6.3). Ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f = 010010100100101001010 . . .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f òàêæå ñëóæèò ïðèìåðîì êî ìíîãèì óòâåðæäåíèÿì è îáëàäàåò
ñàìûìè ðàçíûìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Íåêîòîðûå èç íèõ ìû âñòðåòèì äàëåå â
ýòîé ñòàòüå.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è  ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Øòóðìà ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêèìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè. Ìû
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îïèøåì íåêîòîðûå èç íèõ, âìåñòå ñ ñîïóòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïîäðîáíåå î ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿõ Øòóðìà ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [40, 11℄.
Â ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü èä¼ò î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ â àëàâèòå {0, 1}. Íàïîìíèì, ÷òî
ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x íàçûâàåòñÿ òàêàÿ óíêöèÿ px : N → N,
÷òî
px(n) ðàâíî êîëè÷åñòâó ñëîâ äëèíû n, âõîäÿùèõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x. Ñëåäóþ-
ùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò â òåðìèíàõ ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè õàðàêòåðèçóåò ïåðèîäè÷å-
ñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 1.4.1 ([6℄). 1) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè-
÷åñêàÿ, å¼ ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà: ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C,
÷òî
px(n) 6 C äëÿ âñåõ n
2) Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n âåðíî px(n) 6 n, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x çàêëþ÷èòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòóðìà, åñëè px(n) =
n + 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà  ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìèíè-
ìàëüíîé âîçìîæíîé äëÿ àïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòüþ.
Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ X íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ñëîâ
u, v ∈ X îäèíàêîâîé äëèíû èìååì ||u|1 − |v|1| 6 1. Êîíå÷íîå ñëîâî èëè áåñêîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì/îé, åñëè ìíîæåñòâî åãî/å¼ ïîäñëîâ
ñáàëàíñèðîâàííî.
Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è ρ, òàêèõ ÷òî 0 6 α 6 1 è 0 6 ρ < 1, îïðåäå-
ëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sα,ρ è s
′
α,ρ êàê sα,ρ(n) = ⌊α(n + 1) + ρ⌋ − ⌊αn + ρ⌋, s′α,ρ(n) =
⌈α(n+1)+ ρ⌉−⌈αn+ ρ⌉. Îíè íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ìåõàíè-
÷åñêèå ñ íàêëîíîì α è ñäâèãîì ρ. Ýòè òåðìèíû ëåãêî îáúÿñíèìû, åñëè ïîñìîòðåòü íà
ãðàè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìåõàíè÷åñêèõ ñëîâ (ðèñ. 2). Îíà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. ×òîáû ïîëó÷èòü ìåõàíè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sα,ρ è s
′
α,ρ, íóæíî ïðîâåñòè
ïðÿìóþ y = αx+ ρ, ïîñëå ÷åãî íà êàæäîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = n îòìåòèòü ñàìûå
áëèçêèå ê ïðÿìîé ñ îáåèõ ñòîðîí  ñâåðõó è ñíèçó  öåëûå òî÷êè. Äàëåå òî÷êè íàä
ïðÿìîé íóæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, îíà è îïðåäåëÿåò âåðõíþþ ìåõàíè÷åñêóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü: ãîðèçîíòàëüíîå çâåíî ëîìàíîé ñîîòâåòñòâóåò 0, à íàêëîí¼ííîå ïîä óãëîì
45◦ ñîîòâåòñòâóåò 1. Íèæíÿÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî
ïî ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè ñíèçó îò ïðÿìîé.





 çîëîòîå ñå÷åíèå, òî åñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòóðìà. Îíà èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 2.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ìåõàíè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî÷òè
ñîâïàäàþò, êðîìå, âîçìîæíî, äâóõ ñèìâîëîâ; ýòî íåñîâïàäåíèå ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå,
åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå n, ÷òî αn + ρ ∈ Z. Ìåõàíè÷åñêîå ñëîâî íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì
èëè èððàöèîíàëüíûì â çàâèñèìîñòè îò ðàöèîíàëüíîñòè íàêëîíà α.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãèå âàðèàíòû ïîëó÷åíèÿ ñèìâîëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èç ïðÿìîé, íàðèñîâàííîé íà êëåò÷àòîé áóìàãå. Íàïðèìåð, ìîæíî îòìåòèòü âñå ïå-















èñ. 2. Âåðõíÿÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s′1/φ2,1/φ2 = f .
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, à ïðè ïåðåñå÷åíèè âåðòèêàëüíîé ïèñàòü 1. Äðóãîé âàðèàíò:
ìîæíî ïðèáëèæàòü ïðÿìóþ ñâåðõó ëîìàíîé, ñîñòàâëåííîé íå èç ãîðèçîíòàëüíûõ è íà-
êëîííûõ îòðåçêîâ, à èç ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ: ïðè ýòîì ãîðèçîíòàëüíûé îò-
ðåçîê áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü 0, à âåðòèêàëüíûé 1. Îáà òîëüêî ÷òî íàçâàííûõ âàðèàíòà
(êàê è íåêîòîðûå äðóãèå íå íàçâàííûå) îïðåäåëÿþò ïî-ïðåæíåìó êëàññ ìåõàíè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðè÷¼ì îò ïàðàìåòðîâ ýòèõ âàðèàíòîâ ê ïàðàìåòðàì èñõîäíîãî
îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïåðåõîäèòü âû÷èñëèìî, è íàîáîðîò.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû, âèäèìî, óæå îòíîñÿùåéñÿ ê îëüêëîðó, ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â [11℄.
Òåîðåìà 1.4.2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) x ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòóðìà;
(ii) x ñáàëàíñèðîâàííàÿ è àïåðèîäè÷åñêàÿ;
(iii) x ìåõàíè÷åñêàÿ èððàöèîíàëüíàÿ.
Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ òåîðåìå 1.4.2 ìû èìååì òðè ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà.
Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû â ñâÿçè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòóðìà ðàññìîòðåíû â
ðàçäåëå 3.2.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòóðìà ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç ï. (iii) òåîðåìû 1.4.2 è èç òåîðåìû 1.0.1.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñëîæíîñòüþ n+c, ãäå c  ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, îïèñàíû
â ðàáîòå [41℄.
2. Àëãåáðà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
2.1. Áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà (ñì. ðàçäåë 1.3)  ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òàê íàçûâàå-
ìîãî áëî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ñòàòüå [42℄. Ïóñòü u, v ∈ B∗. Îïðåäåëèì
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áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå u⊗ v èíäóêöèåé ïî äëèíå v:
u⊗ Λ = Λ,
u⊗ v0 = (u⊗ v)u,
u⊗ v1 = (u⊗ v)u¯.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî ñïðàâà (íî íå ñëåâà!) è àññî-
öèàòèâíî, òî åñòü u⊗(vw) = (u⊗v)(u⊗w) è u⊗(v⊗w) = (u⊗v)⊗w äëÿ ëþáûõ ñëîâ u, v,
w. Ïóñòü òåïåðü uk, k = 0, 1, 2, . . .  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ ñëîâ èç B
∗
, òàêèõ ÷òî
ïðè k > 1 ñëîâî uk íà÷èíàåòñÿ ñ 0. Òîãäà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u0, u0⊗u1, u0⊗u1⊗u2, . . .









 áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â BN. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà 
ýòî áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñëîâ uk = 01.
Áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå ïîäðîáíî èçó÷àëîñü â [22℄. Â ÷àñòíîñòè, òàì äîêàçàíî, ÷òî⊗∞
k=0 uk âñåãäà ïî÷òè ïåðèîäè÷íà (ñì. òåîðåìó 2.2.1).
Êðîìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òóý Ìîðñà â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-
ëó÷àþùåéñÿ ïðè ïîìîùè áëî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, â [22℄ ïðèâîäèòñÿ òåðíàðíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Êèíè (âàëüñ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà) xK = 0010011100010011101101100 . . .=
001⊗ 001⊗ 001⊗ . . . Òàêæå ââîäèòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé áëî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ  ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè âèäà 0p1 ⊗ 0p2 ⊗ 0p3 ⊗ . . . , ãäå âñå pi ðàâíû 0 èëè 1, ïðè÷¼ì ñðåäè íèõ
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî 1; îíè íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Êàêóòàíè, êîòîðûé
èõ âïåðâûå èçó÷àë â [43℄. Âèäíî, êñòàòè, ÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êàêóòà-
íè  ýòî êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; îäíàêî
íå âñÿêàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êà-
êóòàíè.
Áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå  ýåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íóæíûì ñâîéñòâàì. Ïðèìåðû òàêèõ êîíñòðóêöèé ñîäåð-
æàòñÿ â [22℄, ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îòòóäà.
Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé âõîæäåíèÿ Tu(x, i, j) áëîêà u â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x íà
îòðåçêå [i, j] íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî åãî âõîæäåíèé íà ýòîì îòðåçêå (òî åñòü òàê, ÷òîáû
ëåâûé êîíåö ëåæàë íà îòðåçêå), äåë¼ííîå íà j−i+1. Áëîê u íàçûâàåòñÿ ÷åçàðîâñêèì äëÿ
x, åñëè ñóùåñòâóåò ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà åãî âõîæäåíèÿ Iu(x) = limn→∞ Tu(x, 0, n); ðàâíîìåð-
íî ÷åçàðîâñêèì, åñëè Iu(x) = limn→∞ Tu(x, s, s+n) ðàâíîìåðíî ïî s. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ðàâíîìåðíî) ÷åçàðîâñêàÿ, åñëè âñå å¼ àêòîðû (ðàâíîìåðíî) ÷åçàðîâñêèå.
Åñëè x ïî÷òè ïåðèîäè÷íà, òî äëÿ ëþáîãî å¼ àêòîðà u èìååì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
lim infn→∞ (infs>0 Tu(x, s, s+ n)) > 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè u ÷åçàðîâñêèé, òî Iu(x) > 0.
Â [22℄ äëÿ áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ áëî÷íîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, ñòðîèòñÿ ïðèìåð, â êîòîðîì 0 è 1 íå ÿâëÿþòñÿ ÷åçàðîâñêèìè. Ïðèâîäèòñÿ






Êðîìå òîãî, ÷òî îñîáåííî èíòåðåñíî äëÿ íàøèõ ðàññìîòðåíèé, â [22℄ îáñóæäàåò-
ñÿ, íàñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåìûå ïðè ïîìîùè áëî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðèîäè÷åñêèìè: Õîòÿ ïî÷òè âñå íàøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ïåðèî-
äè÷íû â ñòðîãîì ñìûñëå, ìíîãèå èç íèõ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ïåðèîäè÷íîñòè íåñêîëü-
êî èíîãî õàðàêòåðà. Ïðèìåð: äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òóý  Ìîðñà t è ìíîæåñòâà
F = {0110, 1001, 0101, 1010} âûïîëíåíî t[i, j] ∈ F ⇔ 2|i. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Êèíè è F ′ = {001, 110} âûïîëíåíî xK [i, j] ∈ F ′ ⇔ 3|i. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
îáùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1.1. 1) Ïóñòü x = 0P1 ⊗ 0P2 ⊗ . . . è Cn = 0P1 ⊗ 0P2 ⊗ · · · ⊗ 0Pn äëÿ
íåêîòîðîãî n. Åñëè ñóùåñòâóåò j, òàêîå ÷òî â D = 0Pn+1 ⊗ 0Pn+2 ⊗ · · · ⊗ 0Pn+j
âõîäèò îäíî èç ñëîâ 001, 110, 011, 100, òî äëÿ ìíîæåñòâà F =
⋃
|u|=2|D|Cn ⊗ u
âûïîëíÿåòñÿ x[i, j] ∈ F ⇔ |Cn||i.
2) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = 0P1 ⊗ 0P2 ⊗ . . . íå ïåðèîäè÷íà, òî äëÿ êàæäîãî n
íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâî Fn, äëÿ êîòîðîãî x[i, j] ∈ Fn ⇔ rn|i, ãäå Cn = 0P1 ⊗ 0P2 ⊗
· · · ⊗ 0Pn, rn = |Cn|.
Â êîíöå ðàáîòû [22℄ ñîðìóëèðîâàíû 8 çàäà÷, åñòü êàê ïðîñòûå óïðàæíåíèÿ, òàê
è èññëåäîâàòåëüñêèå ïðîáëåìû, ïðåäëîæåíèÿ îáîáùèòü ïîëó÷åííûå â ñòàòüå ðåçóëü-
òàòû. Îäíà èç çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäëîæåíèè îáîáùèòü áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå íà
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî àëàâèòà. Ýòî ñäåëàíî ÿâíî â [44℄, îäíàêî ïî ñóùåñòâó
ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî íàéòè è â [45℄ (ñì. òàêæå ðàçäåë 2.2).
Ê ýòèì îòêðûòûì âîïðîñàì ìû ìîæåì äîáàâèòü ñëåäóþùèé.
Ïðîáëåìà 1. Èçó÷èòü áîëåå ïîäðîáíî ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè èíîãî õàðàêòåðà, î
êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ âûøå. Â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíî, ïîëó÷èòü êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè
ìîíàäè÷åñêèõ òåîðèé òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. ðàçäåë 3).
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì ñëåäóþùèé ëþáîïûòíûé ïðèìåð. Îí íàì ïîíàäîáèòñÿ â
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2.3.10.
Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàä B,
ó êîòîðîé äëÿ ëþáîãî n íàéä¼òñÿ ïðåèêñ, â êîòîðîì íóëåé íà n áîëüøå, ÷åì åäèíèö,
è äëÿ ëþáîãî n íàéä¼òñÿ ïðåèêñ, â êîòîðîì åäèíèö íà n áîëüøå, ÷åì íóëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì x = 001⊗⊗∞i=1 0111. Ïóñòü um = 001⊗⊗mi=1 0111. Äîêàæåì
èíäóêöèåé ïîm, ÷òî |um|0−|um|1 = (−1)m2m. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèm = 0 èìååì u0 = 001,
|u0|0 − |u1|1 = 2− 1 = 1.
Ïóñòü òåïåðü |um|0 − |um|1 = (−1)m2m. Ïî îïðåäåëåíèþ um+1 = umu¯mu¯mu¯m, çíà÷èò,
|um+1|0−|um+1|1 = |um|0+3|um|1− (|um|1+3|um|0) = 2(|um|1−|um|0) = (−1)m+12m+1.
2.2. Óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
Ñëåäóþùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïî ñóùåñòâó ïðåäëîæåííûé â [45℄
è îáñóæäàâøèéñÿ òàêæå â [10℄, â íåêîòîðîì ñìûñëå îáîáùàåò áëî÷íîå ïðîèçâåäåíèå.
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Îí ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáûå
îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ìû èçëîæèì íåìíîãî ìîäèè-
öèðîâàííóþ âåðñèþ ýòîãî ìåòîäà. Ýòîò ìåòîä íàì íåîäíîêðàòíî ïîíàäîáèòñÿ äàëåå â
ñòàòüå.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈Bn, Cn, ln〉, ãäå Bn è Cn  íåïóñòûå ìíîæåñòâà íåïóñòûõ ñëîâ
â èêñèðîâàííîì êîíå÷íîì àëàâèòå A, ln  íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ A-GAP-
ñõåìîé, åñëè äëÿ íå¼ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå óñëîâèÿ äëÿ ëþáîãî n ∈ N:
(1) âñå ñëîâà èç Bn èìåþò äëèíó ln;
(2) âñå ñëîâà èç Cn ïðåäñòàâèìû â âèäå v1v2, ãäå v1, v2 ∈ Bn, è êàæäîå ñëîâî èç Bn
èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå vi â êàêîì-òî èç ñëîâ ìíîæåñòâà Cn;
(3) êàæäîå ñëîâî èç Bn+1 èìååò âèä v1v2 . . . vk, ãäå äëÿ êàæäîãî i < k èìååì vivi+1 ∈ Cn
(â ÷àñòíîñòè, âñå vi ∈ Bn), è äëÿ êàæäîãî w ∈ n íàéä¼òñÿ i < k, äëÿ êîòîðîãî w = vivi+1;
(4) äëÿ êàæäîãî ñëîâà u = v1v2 . . . vkw1w2 . . . wk èç n+1 (çäåñü vi, wi ∈ Bn) èìååì vkw1 ∈
Cn.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ AN GAP-ïîðîæäåíà A-GAP-ñõåìîé
〈Bn, Cn, ln〉, åñëè äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéä¼òñÿ òàêîå kn, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ N âûïîëíåíî
x[kn + iln, kn + (i+ 2)ln − 1] ∈ Cn.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü GAP-ïîðîæäåíà ïðàâèëüíî, åñëè ln|kn.
Íåñëîæíî âèäåòü (èç êîìïàêòíîñòè), ÷òî êàæäàÿ GAP-ñõåìà ïðàâèëüíî GAP-ïî-
ðîæäàåò õîòÿ áû îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êàê äîêàçàíî â [10℄, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, GAP-ïîðîæä¼ííàÿ GAP-ñõåìîé, ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Êðî-
ìå òîãî, êàæäàÿ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü GAP-ïîðîæäàåò-
ñÿ íåêîòîðîé GAP-ñõåìîé, ïðè÷¼ì ýòó GAP-ñõåìó ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîðîæäàëàñü ïðàâèëüíî. Îòìåòèì òàêæå âàæíîå ñâîéñòâî: åñëè îáîáù¼ííî
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü GAP-ïîðîæäåíà GAP-ñõåìîé, òî, çíàÿ ïàðà-
ìåòðû ýòîé ñõåìû (äîñòàòî÷íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé kn è ln), ìîæíî âû÷èñëÿòü îöåíêó
ñâåðõó íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïîðîæäàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî òàêæå ïîëüçîâàòü-
ñÿ ïîíÿòèåì GAP-ñõåìû. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ AN AP-
ïîðîæäåíà A-GAP-ñõåìîé 〈Bn, Cn, ln〉, åñëè äëÿ âñåõ n ∈ N è i ∈ N âûïîëíåíî
x[iln, (i+ 2)ln − 1] ∈ Cn.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü AP-ïîðîæäàåòñÿ, åñëè îíà GAP-ïîðîæäàåòñÿ
ñî âñåìè kn = 0.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, êàæäàÿ GAP-ñõåìà AP-ïîðîæäàåò õîòÿ áû îäíó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü. Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, AP-ïîðîæä¼ííàÿ GAP-ñõåìîé, ÿâëÿ-
åòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Êàæäàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò
áûòüAP-ïîðîæäåíà êàêîé-íèáóäü GAP-ñõåìîé. Âàæíîå ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ: ïî GAP-
ñõåìå, ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó íà ðåãóëÿòîð
ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Ýòîò ñïîñîá ïîðîæäåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî óïðî-
ñòèòü, íî ïîæåðòâîâàâ, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïîñëåäíèì ñâîéñòâîì.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈Bn, ln〉, ãäå Bn  íåïóñòîå ìíîæåñòâî íåïóñòûõ ñëîâ â èêñè-
ðîâàííîì êîíå÷íîì àëàâèòå A, ln  íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ A-AP-ñõåìîé,
åñëè äëÿ íå¼ äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíåíî óñëîâèå (1), è äëÿ ëþáîãî n ∈ N êàæäîå
u ∈ Bn+1 èìååò âèä u = v1v2 . . . vk, ãäå vi ∈ Bn, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî w ∈ Bn íàéä¼òñÿ i,
òàêîå ÷òî vi = w. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x AP-ïîðîæäåíà A-AP-ñõåìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
i è n èìååì
x[iln, (i+ 1)ln − 1] ∈ Bn.
Êàê è ðàíüøå, êàæäàÿ AP-ñõåìà AP-ïîðîæäàåò õîòÿ áû îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, AP-ïîðîæä¼ííàÿ AP-ñõåìîé, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîé. Êàæäàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü AP-ïîðîæäåíà
êàêîé-íèáóäü AP-ñõåìîé. Îäíàêî òåïåðü óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íåâåðíî, ÷òî
ïî ñõåìå ìîæíî îöåíèâàòü ñâåðõó ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïîðîæäàåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Ïî êðàéíåé ìåðå, òî æå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü
ðàíüøå, çäåñü óæå íå ðàáîòàåò. Íàïðèìåð, íåÿñíî äàæå, êàê, çíàÿ ñõåìó, äàòü îöåíêó
íà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè âõîæäåíèÿìè äâóõáóêâåííûõ ñëîâ: òàêîå ñëîâî ìîæåò
îêàçàòüñÿ íà ñòûêå äâóõ áëîêîâ  ýëåìåíòîâ ñõåìû.
èïîòåçà 2. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ AP-ñõåìà è AP-ïîðîæä¼ííàÿ åþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü x, òàêàÿ ÷òî ðåãóëÿòîð Rx íå âû÷èñëèì.
Êîãäà ÿñíî, î êàêîì àëàâèòå, î êàêîì òèïå ñõåìû èëè î êàêîì òèïå ïîðîæäåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èä¼ò ðå÷ü, ìû áóäåì îïóñêàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèñòàâêè.
Ïðèìåíåíèå óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ñëå-
äóþùåãî ðåçóëüòàòà èç [22℄, êîòîðûé ìû òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü ñîâñåì ïðîñòî.
Òåîðåìà 2.2.1 ([22℄). Ïóñòü x =
⊗∞
k=0 uk, ãäå ñëîâà uk ∈ B∗ íà÷èíàþòñÿ ñ 0 ïðè k > 1.
Òîãäà x ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âñå uk, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, ñîñòîÿò èç îäíèõ 0, òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü x ïåðèîäè÷åñêàÿ, à çíà÷èò, è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ. Èíà÷å äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì êàæäîå uk ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ñèìâîë 1 (îá-
ùèé ñëó÷àé ê íåìó ëåãêî ñâîäèòñÿ). Íî â ýòîì ñëó÷àå x AP-ïîðîæäàåòñÿ AP-ñõåìîé
Bn = {an, a¯n}, ãäå an =
⊗n
k=0 uk, è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
2.3. Êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ðàññìàòðèâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïû-
òàòüñÿ ïîíÿòü, ñîõðàíÿþò ëè ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîéñòâà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðî-
ñòåéøèìè àëãîðèòìè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ñ÷èòàòü êîíå÷íî-àâòîìàòíûå.
Â òî æå âðåìÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê íàèáîëåå
øèðîêèé êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ îïðåäåë¼ííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòó-
ðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçâåñòíû ðåçóëüòàòû î çàìêíóòîñòè
îòíîñèòåëüíî êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé  íàïðèìåð, ñì. òåîðåìû 6.1.4 è 6.3.3.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè òèïà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.
Äðóãàÿ ìîòèâàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñâÿçè êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (à òî÷-
íåå, ðàñïîçíàþùèõ àâòîìàòîâ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ) ñ ìîíàäè÷åñêèìè òåîðèÿìè íà
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, êîòîðûì ïîñâÿù¼í ðàçäåë 3.1 (ñì. òåîðå-
ìó 3.1.6).
Êîíå÷íî-àâòîìàòíûì ïðåîáðàçîâàòåëåì íàçîâ¼ì ñîâîêóïíîñòüM = 〈A,B,Q, q˜, λ, µ〉,
ãäå A è B  êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî âõîäíîé è âûõîäíîé àë-
àâèò, Q  êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, q˜ ∈ Q  âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå, íàçûâàåìîå
íà÷àëüíûì, è
λ : Q× A→ B∗, µ : Q×A→ Q
 óíêöèè ïåðåõîäîâ. Ïóñòü x ∈ AN. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (pn)∞n=0 ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
Q íàçîâ¼ì õîäîì ïðåîáðàçîâàòåëÿ M íà x, åñëè p0 = q˜ è äëÿ êàæäîãî n âûïîëíÿåòñÿ
pn+1 = µ(pn, x(n)). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M(x), îïðåäåëÿåìóþ êàê M(x)(n) = λ(pn, x(n)),
ãäå (pn)
∞
n=0  õîä ïðåîáðàçîâàòåëÿ M íà x, íàçîâ¼ì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ïîä
äåéñòâèåì M .
Åñëè äëÿ êàæäûõ a ∈ A, q ∈ Q âûïîëíåíî |λ(q, a)| = 1, òî ïðåîáðàçîâàòåëü M íàçû-
âàåòñÿ ðàâíîìåðíûì. Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ
ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ðàâíîìåð-
íîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ è íåêîòîðîãî ìîðèçìà.
Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Ïóñòü M = 〈A,B,Q, q˜, λ, µ〉  êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðà-
çîâàòåëü, x  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ðàâíîìåðíûé êîíå÷íî-
àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü M ′ è òàêîé ìîðèçì φ, ÷òî M(x) = φ(M ′(x)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèìM ′ = 〈A,Q×A,Q, q˜, λ, µ′〉, òàê ÷òî µ′(q, a) =
〈q, a〉 äëÿ ëþáûõ q ∈ Q è a ∈ A. Îïðåäåëèì òàêæå ìîðèçì φ : Q × A → B, òàê ÷òî
φ(〈q, a〉) = µ(q, a) äëÿ ëþáûõ q ∈ Q è a ∈ A. ßñíî òîãäà, ÷òî M(x) = φ(M ′(x)).
Ïîýòîìó ÷àñòî äëÿ óïðîùåíèÿ ñèòóàöèè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàâíî-
ìåðíûõ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé. Åñëè [i, j]  âõîæäåíèå ñëîâà u â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü x, ïðè÷¼ì pi = q, ãäå (pn)
∞
n=0  õîä ïðåîáðàçîâàòåëÿ M íà x, òî áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàòåëüM ïîäõîäèò ê ýòîìó âõîæäåíèþ ñëîâà u â ñîñòîÿíèè q.
Ïî ñóùåñòâó, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [45℄ (ñì. òàêæå [10℄). Äëÿ ïîëíîòû
èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì å¼ ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì (ïî [10℄).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè g îáîçíà÷èì g ◦ g ◦ · · · ◦ g︸ ︷︷ ︸
m
÷åðåç gm.
Òåîðåìà 2.3.2 ([45, 10℄). Ïóñòü M  êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ m ñî-
ñòîÿíèÿìè, è x ∈ GAP. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå.
1) M(x) ∈ GAP.
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2) Ïóñòü M  ðàâíîìåðíûé ïðåîáðàçîâàòåëü. Òîãäà RM(x)(n) 6 h(h(n)) äëÿ âñåõ n,
ãäå h(n) = gm(n)− 1 è g(n) = Rx(n) + 1.
3) Åñëè x ýåêòèâíî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî M(x) òàêæå ýåêòèâ-
íî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Ëåììà 2.3.3. Ïóñòü M  ðàâíîìåðíûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ m
ñîñòîÿíèÿìè, è x ∈ GAP. Ïóñòü v = M(x)[i, j]  âõîæäåíèå ñëîâà äëèíû n â M(x),
òàêîå ÷òî i > h(n), ãäå h(t) = gm(t)− 1, g(t) = Rx(t) + 1. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå r, ÷òî
j − h(n) 6 r 6 i− 1 è M(x)[r, r + n− 1] = v.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü ñíà÷àëà, ÷òî v = M(x)[i, j]  ïðîñòî äîñòàòî÷íî äàë¼-
êîå îò íà÷àëà âõîæäåíèå ñëîâà v â M(x). Îáúÿñíèì, êàê íàéòè èñêîìîå v = M(x)[r, s].
Ïðè ýòîì ìû áóäåì äåëàòü ðàçíûå äîïóùåíèÿ, êîòîðûå ïîäûòîæèì è ñîðìóëèðóåì
òî÷íî ïîçäíåå.
Èòàê, ïóñòü v = M(x)[i, j] è u1 = x[i, j]  ïðîîáðàç v â x. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàòåëü
M ïîäõîäèò ê ïîçèöèè i, íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q1. Åñëè i äîñòàòî÷íî âåëèêî, íàéä¼òñÿ
âõîæäåíèå u1 = x[i2, j2] ëåâåå [i, j], íî äîñòàòî÷íî áëèçêî. Åñëè M ïîäõîäèò ê i2 â








èñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3.2.
Ïîëîæèì u2 = x[i2, j]. Åñëè i2 äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå u2 =
x[i3, j3] ëåâåå [i2, j], íî äîñòàòî÷íî áëèçêî. Åñëè M ïîäõîäèò ê i3 â ñîñòîÿíèè q1, òî
M(x)[i3, i3 + n− 1] = v, òàê êàê u2 íà÷èíàåòñÿ ñ u1. Åñëè M ïîäõîäèò ê i3 â ñîñòîÿíèè
q2, òîM(x)[i3, j3] = M(x)[i2, j], è òîãäà M(x)[j3−n+1, j3] = v, òàê êàê u2 çàêàí÷èâàåòñÿ
ñëîâîì u1. Â õóäøåì ñëó÷àå M ïîäõîäèò ê i3 â ñîñòîÿíèè q3, òàêîì ÷òî q3 6= q2 è q3 6= q1.











èñ. 4. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3.2.
àññóæäàÿ òàê äàëüøå, ìû, âñ¼ âðåìÿ âûáèðàÿ õóäøèé ñëó÷àé, íàéä¼ì òàêèå i2, . . . , im+1,
÷òî ê êàêèì-òî äâóì èç i1 = i, i2, . . . , im+1 ïðåîáðàçîâàòåëü M ïîäõîäèò â îäèíàêîâûõ
ñîñòîÿíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî v îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ â M(x)[im+1, j − 1].
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Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü âûøåïðèâåä¼ííîå ðàññóæäåíèå. Âíà÷àëå ìû èùåì âõîæäå-
íèå u1 = x[i2, j2]. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè i > Rx(n)  èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îáîáù¼í-
íîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u1 âõîäèò â x áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ïðè
ýòîì ïîëó÷èòñÿ (j− 1)− i2+1 6 Rx(n)  ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà îòðåçêå x[i2, j− 1]
íàøëîñü âõîæäåíèå u1. Îòñþäà i2 > j − Rx(n) è |u2| = j − i2 + 1 6 Rx(n) + 1.
Äàëåå àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè i2 > Rx(Rx(n) + 1) > Rx(|u2|) äåéñòâèòåëüíî
ìîæíî íàéòè âõîæäåíèå u2 = x[i3, j3], ïðè÷¼ì i3 > j−Rx(Rx(n)+1) è |u3| 6 Rx(Rx(n)+
1) + 1.
Ïîëîæèì g = Rx+1. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè im > g
m(n)−1 ìîæíî
âûáðàòü im+1 > j − gm(n) + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.2. Ïóñòü x ∈ GAP, è íà x äåéñòâóåò êîíå÷íûé ïðåîáðà-
çîâàòåëü M ñ m ñîñòîÿíèÿìè.
1) Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òîëüêî äëÿ
ðàâíîìåðíîãîM , òàê êàê ìîðèçìû ñîõðàíÿþò îáîáù¼ííóþ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü. Äëÿ
ðàâíîìåðíîãî M èç ëåììû 2.3.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñëîâî v äëèíû n âõîäèò â M(x)
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, òî îíî âõîäèò íà êàæäîì îòðåçêå äëèíû gm(n)−1 âM(x). Ïîýòîìó
M(x) îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
2) Ïîêàæåì, êàê íàéòè îöåíêó ñâåðõó íà RM(x). Îáîçíà÷èì h(n) = g
m(n) − 1, ãäå
g(n) = Rx(n) + 1.
Ïóñòü ñëîâî v äëèíû n âõîäèò â M(x) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Òîãäà ïî 1) îíî âñòðå-
òèòñÿ íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû h(n).
Ïóñòü òåïåðü ñëîâî v äëèíû n âõîäèò â M(x) êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Äîêàæåì,
÷òî òîãäà v íå âõîäèò â M(x) ïðàâåå ïîçèöèè h(h(n)). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íà êàæäîì îòðåçêå äëèíû h(n) ñëîâàM(x)[0, h(h(n))−1] íàéä¼òñÿ
âõîæäåíèå v, òàê êàê ïî 1) îò êàæäîãî òàêîãî âõîæäåíèÿ ìîæíî íàéòè åù¼ îäíî ñëåâà
íå äàëüøå, ÷åì íà ðàññòîÿíèè h(n). Íî v âõîäèò â M(x) ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ðàç. Ïîýòîìó â M(x) íàéä¼òñÿ ñëîâî w äëèíû h(n) (ãäå-òî ñèëüíî ñïðàâà), êîòîðîå
íå ñîäåðæèò v. Òîãäà âñþäó ñëåâà îò íåãî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû h(h(n)) íàéä¼òñÿ
âõîæäåíèå w, çíà÷èò, è â M(x)[0, h(h(n)) − 1] òîæå. Ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê íà ëþáîì
îòðåçêå äëèíû h(n) âM(x)[0, h(h(n))−1] åñòü âõîæäåíèå v, íî w íå ñîäåðæèò v è âõîäèò
â M(x)[0, h(h(n))− 1].
Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå äâà àáçàöà, ïîëó÷àåì îöåíêó RM(x)(n) 6 h(h(n)).
3) Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ýåêòèâíî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ,
ò. å. x âû÷èñëèìà è ðåãóëÿòîð Rx âû÷èñëèì. Àíàëîãè÷íî ï. 1), äîñòàòî÷íî ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî M , òàê êàê ìîðèçìû ñîõðàíÿþò ýåêòèâíóþ
îáîáù¼ííóþ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü. ßñíî, ÷òî çíàÿ M è óìåÿ âû÷èñëÿòü x, ìû ìîæåì
âû÷èñëÿòü M(x). Ï. 2) ïîçâîëÿåò òàêæå âû÷èñëÿòü îöåíêó ñâåðõó íà RM(x). Çíà÷èò,
M(x) ýåêòèâíî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Èç òåîðåìû 2.3.2 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îáðàç ïðè êîíå÷íî-àâòîìàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè
çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åí.
Íî îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2.3.4 ([23, 24℄). Ïóñòü M  êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü. Òîãäà
åñëè x ∈ EAP, òî M(x) ∈ EAP.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.4, ïðèâåä¼ííîå â [23℄, íå ýåêòèâíî â ñëåäóþùåì
ñìûñëå. Äîïóñòèì, ìû çíàåì x ∈ AP è ðåãóëÿòîð Rx. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.3.4 ñóùå-
ñòâóåò îöåíêà ñâåðõó íà pr(M(x)), òàê êàê M(x) ∈ EAP, íî äîêàçàòåëüñòâî èç [23℄ íå
ïîçâîëÿåò ïî èìåþùèìñÿ äàííûì íàéòè íèêàêóþ òàêóþ îöåíêó ýåêòèâíî (è äàæå
äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà íå ïîçâîëÿëî íàäåÿòüñÿ, ÷òî òàêîé ýåêòèâíûé ñïîñîá âîîáùå
ñóùåñòâóåò).
Ñëåäóþùèé ýåêòèâíûé âàðèàíò òåîðåìû 2.3.4 áûë îáúÿâëåí â [46℄ è äîêàçàí
â [24℄. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.
Òåîðåìà 2.3.5 ([24℄). ÏóñòüM  ðàâíîìåðíûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü
ñ m ñîñòîÿíèÿìè, è x ∈ AP. Òîãäà M(x) ∈ EAP è
pr(M(x)) 6 R
m
x (1) + R
m−1
x (1) + · · ·+ Rx(1).
Ïóñòü M = 〈A,B,Q, q˜, λ, µ〉  ðàâíîìåðíûé ïðåîáðàçîâàòåëü. Äîêàçàòåëüñòâî ïðî-
õîäèò èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ñîñòîÿíèé ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî B = Q × A è äëÿ âñåõ q ∈ Q, a ∈ A âûïîëíåíî λ(q, a) = 〈q, a〉.
Äåéñòâèòåëüíî, îáùèé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî B è ïðîèçâîëüíîãî λ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî îòîæäåñòâëåíèåì êàêèõ-òî ïàð 〈q, a〉 ìåæäó ñîáîé.
Áàçà èíäóêöèè  îáðàòèìûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü.
Íàçîâ¼ì êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü M = 〈A,B,Q, q˜, λ, µ〉 îáðàòèìûì,
åñëè äëÿ êàæäûõ q ∈ Q è a ∈ A ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ñîñòîÿíèå q′ ∈ Q, òàêîå
÷òî µ(q′, a) = q. Äðóãèìè ñëîâàìè, â òàêîì ïðåîáðàçîâàòåëå êàæäàÿ áóêâà âõîäíîãî
àëàâèòà îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé â ñå-
áÿ. Íàõîäÿñü â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè è çíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäûäóùèõ âõîäíûõ
ñèìâîëîâ, ìîæíî âîññòàíîâèòü è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîéäåííûõ ñîñòîÿíèé (â ýòîì è
çàêëþ÷àåòñÿ ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè).
Ïðåäëîæåíèå 2.3.6 ([24℄). Ïóñòü M  îáðàòèìûé ðàâíîìåðíûé êîíå÷íî-àâòîìàò-
íûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ m ñîñòîÿíèÿìè. Òîãäà åñëè x ∈ AP, òî M(x) ∈ AP.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v = M(x)[i, j]  âõîæäåíèå ñëîâà v äëèíû n â M(x), è u1 =
x[i, j]  ïðîîáðàç v â x, ê êîòîðîìó M ïîäõîäèò â ñîñòîÿíèè q1. Òîãäà íàéä¼òñÿ âõîæ-
äåíèå u1 = x[i2, j2], òàêîå ÷òî i2 > i, íî j2 6 i+Rx(n). Åñëè M ïîäõîäèò ê i2 â ñîñòîÿíèè
q1, òî M(x)[i2, j2] = v. Èíà÷å M ïîäõîäèò ê i2 â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè q2 6= q1.
Ïîëîæèì u2 = x[i, j2]. Èìååì |u2| 6 Rx(n) + 1. Òîãäà íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå u2 =
x[i3, j3], òàêîå ÷òî i3 > i, íî j3 6 i + Rx(Rx(n) + 1). Åñëè M ïîäõîäèò ê j3 − n + 1
â ñîñòîÿíèè q1, òî M(x)[j3 − i + 1, j3] = v, òàê êàê u2 çàêàí÷èâàåòñÿ ñëîâîì u1. Åñëè
M ïîäõîäèò ê j3 − n + 1 â ñîñòîÿíèè q2, òî â ñèëó îáðàòèìîñòè M ïîäõîäèò ê i2 â
ñîñòîÿíèè q1, è òîãäà M(x)[i2, i2 + n − 1] = v, òàê êàê u2 íà÷èíàåòñÿ ñ u1. Â õóäøåì











èñ. 5. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.3.6.
àññóæäàÿ òàê äàëüøå, ïîñòðîèì òàêèå j2, . . . , jm+1, ÷òî õîòÿ áû ê êàêèì-òî äâóì
èç i = j − n + 1 = j1 − n + 1, j2 − n + 1, . . . , jm+1 − n + 1 ïðåîáðàçîâàòåëü ïîäõîäèò â
îäèíàêîâûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ïðè ýòîì jm+1 6 i+ g
m(n)− 1, ãäå g = Rx+1.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ñëîâî äëèíû n, âõîäÿùåå â M(x) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç,
âõîäèò íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû gm(n)− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, M(x) ∈ AP.
Âèäíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.3.6 î÷åíü ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 2.3.2, ïðèâåä¼ííîå âûøå, òîëüêî ðàññóæäåíèå ïðîõîäèò íå ñïðàâà íàëåâî, à ñëåâà
íàïðàâî. Ýòî âîçìîæíî çà ñ÷¼ò îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàòåëÿ.
Äëÿ èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ. Ïóñòü x ∈ AN,
è ñèìâîë a ∈ A âõîäèò â x áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ïðîâåä¼ì ðàçðåç â x ïîñëå êàæ-
äîãî âõîæäåíèÿ ñèìâîëà a. Òîãäà x ðàçðåæåòñÿ íà áëîêè âèäà ua, ãäå u ∈ (A \ {a})∗,
òî åñòü íà ñëîâà, ñîäåðæàùèå ðîâíî îäèí ñèìâîë a íà ïîñëåäíåì ìåñòå. Åñëè ñèìâîë
a âñòðå÷àåòñÿ â x ñ îãðàíè÷åííûìè èíòåðâàëàìè, òî êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ òàêèõ
áëîêîâ êîíå÷íî (íàïðèìåð, åñëè x ∈ GAP, òî èõ äëèíû íå áîëüøå Rx(1)). Çàêîäè-
ðóåì îäíîçíà÷íî ýòè áëîêè áóêâàìè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àëàâèòà, îáîçíà÷èì ýòîò
àëàâèò ba,x(A). Òàêèì îáðàçîì, ìû èç x ïîëó÷èëè íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýòîì
àëàâèòå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ èç íå¼ îòáðàñûâàíèåì ïåðâîãî ñèìâîëà,
íàçîâ¼ì a-ðàçáèåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x è îáîçíà÷èì sa(x). Íàïðèìåð, 0-ðàçáèåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3200122403100110. . .  ýòî (0)(12240)(310)(0)(110). . .
Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè x ∈ AP è ñèìâîë a âõîäèò â x, òî sa(x) ∈ AP (ñì. [24℄).
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3.5 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Äîïóñòèì, èñõîäíûé ïðåîáðàçîâàòåëü íå îáðàòèì. Òîãäà îáðàç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Q
ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïîä äåéñòâèåì êàêîé-òî áóêâû a âõîäíîãî àëàâèòà ñòðîãî ìåíüøå Q.
àññìîòðåâ òåïåðü âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å¼ a-ðàçáèåíèå è, ñ÷èòàÿ ïðåîáðàçîâà-
òåëü îïðåäåë¼ííûì íà àëàâèòå ba,x(A), ñâåä¼ì çàäà÷ó ê ñàìîé æå ñåáå, íî ñ ìåíüøèì
êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé â ïðåîáðàçîâàòåëå. Ïðè ýòîì, ïåðåõîäÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x ê a-ðàçáèåíèþ sa(x), ìû îòáðàñûâàåì ïåðâûé ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëîêîâ, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò îòáðàñûâàíèþ íà÷àëüíîãî áëîêà äëèíû íå áîëåå Rx(1) îò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x. Ñäåëàâ òàê íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðàç, ìû ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè, â êîòîðîé ê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòèìûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü (ïðå-
îáðàçîâàòåëü ñ îäíèì ñîñòîÿíèåì âñåãäà îáðàòèì). Ïîäðîáíåå äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [24℄.
Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî, òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 2.3.4.
Çàìåòèì, ÷òî, îðìàëüíî ãîâîðÿ, ââåä¼ííûå íàìè êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 
ýòî êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä êîíå÷íûì àëàâèòîì. Îäíàêî âñå òå æå ñàìûå
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îïðåäåëåíèÿ (ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ò. ä.) èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü è äëÿ áåñêîíå÷íîãî àëà-
âèòà. Íàïðèìåð, êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä
áåñêîíå÷íûì àëàâèòîì ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè íà ñ. 48 (îíè áóäóò
òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè). Íåñëîæíî ïîñòðîèòü è äðóãèå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû.
Íà áåñêîíå÷íûé àëàâèò ìîæíî îáîáùèòü è ïîíÿòèå êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ïðåîá-
ðàçîâàòåëÿ. Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ íèêàêîé ýåêòèâíîñòè, â ÷àñòíîñòè, óíêöèè ïå-
ðåõîäîâ ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè. Âñå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ðàçäåëà
âåðíû è äëÿ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íàä áåñêî-
íå÷íûì àëàâèòîì (íî ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íå òàê äëÿ ðåçóëüòàòîâ âî âñåé
ñòàòüå, íàïðèìåð, äëÿ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè ðàçäåëà 3).
Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ áåñêîíå÷íîãî àëàâèòà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûé ðåçóëüòàò è
äëÿ êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä êîíå÷íûì àëàâèòîì.
Òåîðåìà 2.3.7. Ïóñòü M  êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü. Òîãäà åñëè x ∈
ER, òî M(x) ∈ ER.
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ìû ïðèâîäèì òîëüêî ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ,
ïîòîìó ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3.5, èçëîæåííîé
âûøå, ïî÷òè áåç èçìåíåíèé. Åäèíñòâåííîå âàæíîå çàìå÷àíèå  óòâåðæäåíèå íóæíî
äîêàçûâàòü íàä áåñêîíå÷íûì àëàâèòîì, ïî-ïðåæíåìó èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ñî-
ñòîÿíèé ïðåîáðàçîâàòåëÿ.
Áàçà èíäóêöèè  îáðàòèìûé ïðåîáðàçîâàòåëü. Ìîæíî äîêàçàòü, àíàëîãè÷íî ïðåä-
ëîæåíèþ 2.3.6, ÷òî êëàññ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (äàæå è íàä áåñêîíå÷íûì
àëàâèòîì) ñîõðàíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îáðàòèìûõ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâà-
òåëåé.
Äëÿ øàãà èíäóêöèè íóæíî îïÿòü ðàññìîòðåòü ðàçáèåíèÿ, îïèñàííûå âûøå íà ñ. 24.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî a-ðàçáèåíèå ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðóþ âõîäèò
ñèìâîë a, ðåêóððåíòíî. Îäíàêî, êàê íåñëîæíî âèäåòü, ðàçáèåíèå ðåêóððåíòíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íàä êîíå÷íûì àëàâèòîì ìîæåò ñòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàä áåñêî-
íå÷íûì àëàâèòîì, ïîòîìó ÷òî â ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò îãðàíè÷åíèÿ
íà ðàññòîÿíèå ìåæäó âõîæäåíèÿìè áóêâû.
Â âèäó òåîðåìû 2.3.7 åñòåñòâåííî ñïðîñèòü ñëåäóþùåå.
Ïðîáëåìà 3. Ïðåäëîæèòü ïðàâèëüíóþ ýåêòèâíóþ âåðñèþ òåîðåìû 2.3.7, êîòîðàÿ
ïîçâîëèò óïðîñòèòü èçâåñòíûå è ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè-
÷åñêèõ òåîðèé îäíîìåñòíûõ óíêöèé (î ìîíàäè÷åñêèõ òåîðèÿõ ñì. ðàçäåë 3.1).
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ðàçðàáàòûâàòü âñå ââåä¼ííûå íàìè ïîíÿòèÿ è äëÿ áåñ-
êîíå÷íîãî àëàâèòà.
Ïðîáëåìà 4. 1) Ïðîâåñòè áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå îáîáùåíèé ïîíÿòèé è ðå-
çóëüòàòîâ, ââåä¼ííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, íà áåñêîíå÷íûé àëàâèò. Çäåñü ìîæåò èìåòü-
ñÿ â âèäó êàê ñ÷¼òíûé àëàâèò, òàê è àëàâèò áîëüøèõ ìîùíîñòåé.
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2) Íà áåñêîíå÷íîì àëàâèòå ìîæíî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð,
ìîæíî îòîæäåñòâèòü àëàâèò ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ââåñòè ïîðÿäîê è
îïåðàöèè. Òî æå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ êîíòèíóàëüíîãî àëàâèòà. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èí-
òåðåñíûì ðàçðàáîòàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ è èçó÷èòü èõ ñâîéñòâà.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ïåðâóþ î÷åðåäü, â êîíòåêñòå íàñòîÿùåãî îáçîðà, íàñ ìîãóò èíòå-
ðåñîâàòü âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè ëîãè÷åñêèõ òåîðèé. Îäíàêî ìîæíî îæèäàòü è äðóãèå
èíòåðåñíûå è ëþáîïûòíûå ðåçóëüòàòû.
Ñëåäóÿ [47, 48℄, áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ëèíåéíî ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêîé
6
, åñëè îíà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ è èìååò íå áîëåå ÷åì ëèíåéíûé ðåãóëÿòîð ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè, òî åñòü Rx(n) 6 Cn äëÿ íåêîòîðîãî C ∈ R, C > 1. (Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî ïðè C < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x  Rx(n) 6 Cn äëÿ âñåõ n íå ñóùåñòâóåò.) Çàìåòèì,
÷òî êëàññ ëèíåéíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåèêñà. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì
îïðåäåëèòü êëàññ çàêëþ÷èòåëüíî ëèíåéíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
ó êîòîðûõ íåêîòîðûé ñóèêñ ëèíåéíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé.
Òåîðåìà 2.3.8. ÏóñòüM  êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ m ñîñòîÿíèÿìè.
Òîãäà åñëè x çàêëþ÷èòåëüíî ëèíåéíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî M(x) òàêæå çàêëþ÷è-
òåëüíî ëèíåéíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì M(x) ∈ EAP ïî òåîðåìå 2.3.4. Ïóñòü Rx(n) 6 Cn äëÿ âñåõ n
è íåêîòîðîãî C. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.3.2, ï. 2) ðåãóëÿòîð RM(x)(n) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó
âåëè÷èíîé g2m(n), ãäå g(n) = Cn+1. Òàêèì îáðàçîì, RM(x)(n) 6 C
2mn+C2m−1+C2m−2+
· · ·+ C + 1 , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî M(x) çàêëþ÷èòåëüíî ëèíåéíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Ïðîáëåìà 5. Ìîæíî ëè óëó÷øèòü îöåíêó RM(x)(n) 6 C
2mn + C
2m−1
C−1 â òåîðåìå 2.3.8
(ñì. òàêæå ïðîáëåìû 6 è 7)?
Ìèíèìàëüíûé ïðåèêñ pr(M(x)) â òåîðåìå 2.3.8 òàêæå ìîæíî îöåíèòü, ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 2.3.5.
Òåîðåìà 2.3.2, ï. 2) äà¼ò îöåíêó ñâåðõó ïîðÿäêà R2mx äëÿ ðåãóëÿòîðà âûõîäíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè M(x) ïðè ïðèìåíåíèè ðàâíîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ M ñ m ñîñòî-
ÿíèÿìè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùèì ïëàíîì äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 2.3.5 ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, òî, ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòó îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ,
êîìïàêòíîé îðìóëû, óäîáíîé äëÿ îðìóëèðîâêè è èçëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà, íàì
íàéòè íå óäàëîñü, ïîýòîìó ïîëíîñòüþ ýòîò ïëàí äëÿ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìû çäåñü ðåàëèçîâûâàòü íå áóäåì.
Òåì íå ìåíåå îáîáùåíèå êëþ÷åâîé ÷àñòè ýòîãî ïëàíà  òåîðåìû 2.3.6  ïðåäñòàâëÿ-
åò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Íàçîâ¼ì êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëüM ïî÷òè
îáðàòèìûì îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, åñëè êàæäàÿ áóêâà a, âñòðå÷àþùà-
ÿñÿ â x áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ïðåîáðàçîâàòåëÿ M .
6
Â [47, 48℄ òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ðåêóððåíòíûìè.
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Ïðåäëîæåíèå 2.3.9. Ïóñòü M  ïî÷òè îáðàòèìûé îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x ðàâíîìåðíûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ m ñîñòîÿíèÿìè, è x ∈
GAP. Òîãäà M(x) ∈ GAP, ïðè÷¼ì RM(x)(n) 6 gm(n)− 1, ãäå g(n) = Rx(n) + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì h(n) = gm(n)−1 äëÿ âñåõ n, ãäå g(n) = Rx(n)+1 äëÿ âñåõ n.
Ïóñòü ñëîâî v äëèíû n âõîäèò â M(x), è v = M(x)[i, j]  îäíî èç òàêèõ âõîæäåíèé
ïðè i > h(n).
Çàìåòèì, ÷òî âõîæäåíèÿ ñèìâîëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â x êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç,
îãðàíè÷åíû ïðåèêñîì äëèíû Rx(1), ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè Rx(1), ïðåîáðàçîâà-
òåëü M äåéñòâóåò íà x êàê îáðàòèìûé. Ïðè ýòîì i > h(n) > Rx(1).
Äîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå [r, s] ñëîâà v â M(x) ïðè i < r 6 i+ h(n).
Èòàê, ïóñòü v = M(x)[i, j], è u1 = x[i, j]  ïðîîáðàç v â x, ê êîòîðîìó M ïîäõîäèò,
íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q1. Åñëè áû u1 âõîäèëî â x êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, òî u1 íå ìîãëî
áû âõîäèòü â x[t,∞) äëÿ t > Rx(n) ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿòîðà. Íî i > Rx(n), ïîýòîìó
u1 âõîäèò â x áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Òîãäà íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå u1 = x[i2, j2], òàêîå ÷òî
i2 > i, íî j2 6 i+Rx(n). Åñëè M ïîäõîäèò ê i2 â ñîñòîÿíèè q1, òî M(x)[i2, j2] = v. Èíà÷å
M ïîäõîäèò ê i2 â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè q2 6= q1 (â ýòîì ñëó÷àå m > 2).
Ïîëîæèì u2 = x[i, j2]. Èìååì |u2| 6 Rx(n) + 1. Òîãäà, ïîñêîëüêó i > h(n) >
Rx(Rx(n) + 1) (ïðè m > 2), u2 âõîäèò â x, áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ
âõîæäåíèå u2 = x[i3, j3], òàêîå ÷òî i3 > i, íî j3 6 i+Rx(Rx(n) + 1). Åñëè M ïîäõîäèò ê
j3−n+1 â ñîñòîÿíèè q1, òî M(x)[j3− j+1, j3] = v, òàê êàê u2 çàêàí÷èâàåòñÿ ñëîâîì u1.
Åñëè M ïîäõîäèò ê j3 − n + 1 â ñîñòîÿíèè q2, òî â ñèëó îáðàòèìîñòè íà x[i,∞) ïðåîá-
ðàçîâàòåëü M ïîäõîäèò ê i2 â ñîñòîÿíèè q1, è òîãäà M(x)[i2, i2 + n− 1] = v, òàê êàê u2
íà÷èíàåòñÿ ñ u1. Â õóäøåì ñëó÷àå M ïîäõîäèò ê j3 − n + 1 â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè q3,
òàêîì ÷òî q3 6= q1 è q3 6= q2 (ðèñ. 5).
àññóæäàÿ òàê äàëüøå, íàéä¼ì òàêèå j2, . . . , jm+1, ÷òî õîòÿ áû ê êàêèì-òî äâóì èç
ïîçèöèé i = j−n+1, j2−n+1, . . . , jm+1−n+1 ïðåîáðàçîâàòåëü ïîäõîäèò â îäèíàêîâûõ
ñîñòîÿíèÿõ. Ïðè ýòîì jm+1 6 i+ h(n).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ñëîâî äëèíû n âõîäèò â M(x)[h(n),∞), òî
îíî âõîäèò â M(x) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ïî ëåììå 2.3.3 ìû çíàåì òîãäà, ÷òî ýòî ñëîâî
âõîäèò â êàæäûé îòðåçîê äëèíû h(n) âM(x). Îòñþäà M(x) ∈ GAP è Rx(n) 6 h(n).
àññìîòðåâ òåïåðü ðàçáèåíèå
sa(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x äëÿ íåêîòîðîé áóêâû a,
âõîäÿùåé â x áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, ìîæíî ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó ñîñòîÿíèé
ïðåîáðàçîâàòåëÿ è, òàêèì îáðàçîì, äðóãèì ñïîñîáîì äîêàçàòü òåîðåìó 2.3.2, ï. 1). Êàê
óæå áûëî ñêàçàíî, â óäîáíîé îðìå îöåíêó íà ðåãóëÿòîð îáðàçà òèïà òîé, ÷òî ïîëó÷åíà
â òåîðåìå 2.3.2, ï. 2), íàì ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, õîòÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî òîëüêî ÷òî
ïîäõîäà, âèäèìî, òàêóþ îöåíêó ïîëó÷èòü ìîæíî, êàê ìèíèìóì äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ïðîáëåìà 6. Ìîæíî ëè óëó÷øèòü îöåíêó íà ðåãóëÿòîð îáðàçà, ïîëó÷åííóþ â òåî-
ðåìå 2.3.2, ï. 2)? Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü õîòÿ áû â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, äëÿ
çàêëþ÷èòåëüíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé? Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ
ðåãóëÿòîðîì Rx(n), ðàñòóùèì äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ðîñòîì n? Ñì. òàêæå ïðîáëåìó 5.
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Ìû îáñóæäàåì íèæíèå îöåíêè â ðàçäåëå 2.4.
Èíòåðåñíî ïîíÿòü, ÷òî ïðîèçîéä¼ò, åñëè ìû íåñêîëüêî ðàñøèðèì êëàññ ðàññìàòðè-
âàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ïî-âèäèìîìó, ïðîñòåéøèì îáîáùåíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ñòåêîâûé (ïî-äðóãîìó, ìàãà-
çèííûé) êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü, ïî àíàëîãèè ñî ñòåêîâûìè (èëè ìàãàçèí-
íûìè) àâòîìàòàìè (pushdown automata), ðàñïîçíàþùèìè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè
(íàïðèìåð, ñì. [49℄). Ñòåêîâûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü íåîðìàëüíî
ìîæíî îïèñàòü êàê êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü, ê êîòîðîìó äîáàâëåí ñòåê.
(Ñòåê, èëè ìàãàçèí,  ñòðóêòóðà äàííûõ, â êîòîðîé ýëåìåíòû õðàíÿòñÿ â èêñèðîâàí-
íîì ïîðÿäêå, è ïîëüçîâàòåëü èìååò äîñòóï ê ïîñëåäíåìó äîáàâëåííîìó ýëåìåíòó, ïðî
êîòîðûé ãîâîðÿò, ÷òî îí íàõîäèòñÿ â ãîëîâå ñòåêà.) Íà êàæäîì øàãå ñëåäóþùåå ñîñòîÿ-
íèå ïðåîáðàçîâàòåëÿ è âûõîäíîé ñèìâîë îïðåäåëÿþòñÿ òåêóùèì ñîñòîÿíèåì, ñèìâîëîì
âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñèìâîëîì â ãîëîâå ñòåêà. Êðîìå òîãî, íà êàæäîì øà-
ãå ïðåîáðàçîâàòåëü äîëæåí ðåøèòü, ÷òî äåëàòü ñî ñòåêîì: äîáàâèòü ñèìâîë, óäàëèòü
ñèìâîë èëè îñòàâèòü ñòåê áåç èçìåíåíèé.
Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñòåêîâûå êîíå÷íî-àâòîìàòíûå ïðåîáðàçîâàòåëè íå ñîõðà-
íÿþò ñâîéñòâî îáîáù¼ííîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 2.3.10 ([24℄). Ñóùåñòâóþò ñòåêîâûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçî-
âàòåëü è îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïîä äåéñòâè-
åì ýòîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïåðåõîäèò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ÿâëÿþùóþñÿ îáîáù¼í-
íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1.2 ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü â àëàâèòå B, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàé-
ä¼òñÿ òàêîé å¼ ïðåèêñ, â êîòîðîì íóëåé íà n áîëüøå, ÷åì åäèíèö, à òàêæå íàéä¼òñÿ
òàêîé ïðåèêñ, â êîòîðîì åäèíèö íà n áîëüøå, ÷åì íóëåé. Ïðèìåíèì ê ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèé ñòåêîâûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü. Ó íåãî äâà
ðåæèìà, a (íà÷àëüíûé) è b. Â ðåæèìå a îí äåéñòâóåò òàê: óâèäåâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñèìâîë 0, îí êëàä¼ò åãî â ñòåê, à óâèäåâ 1, óáèðàåò 0 èç ñòåêà. Êîãäà ñòåê îïóñòîøàåò-
ñÿ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó îòðåçêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàâíûì êîëè÷åñòâîì 0
è 1), ïðåîáðàçîâàòåëü ïåðåêëþ÷àåòñÿ â ðåæèì b. Â ðåæèìå b ïðåîáðàçîâàòåëü äåéñòâóåò
ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì: ïðè âõîäå 1 êëàä¼ò 1 â ñòåê, ïðè âõîäå 0 óáèðàåò 1 èç ñòå-
êà, ïðè îïóñòîøåíèè ñòåêà ïåðåêëþ÷àåòñÿ â ðåæèì a. Â âûõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðåîáðàçîâàòåëü ïîäà¼ò âñåãäà íîìåð ñâîåãî ðåæèìà. Âèäíî òîãäà, ÷òî â âûõîäíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî äëèííûå îòðåçêè ïîäðÿä èäóùèõ a, è çíà÷èò,
îíà íå ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
2.4. Î ïðîèçâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è î ïî÷òè ïåðèîäè÷íî-
ñòè ïðè ïðîåêöèè
åçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà äàþò ëþáîïûòíûå ïðèìåðû ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, ïîäòâåðæäàþùèå, ÷òî ñâîéñòâà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ìîãóò áûòü î÷åíü ðàçíîîáðàçíûìè.
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Íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ×, êîòîðóþ ìû áóäåì íà-
çûâàòü ïðîèçâåäåíèåì. Äëÿ x ∈ AN, y ∈ BN îïðåäåëèì x × y ∈ (A × B)N, òàê ÷òî
(x × y)(i) = 〈x(i), y(i)〉. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî
êîëè÷åñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Êàê íåñëîæíî âèäåòü, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì m, òî
x×y ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðåçóëüòàò ðàâíîìåðíîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ïðåîáðàçîâàòåëåì ñ m ñîñòîÿíèÿìè. Òàêîé ïðåîáðàçîâàòåëü ìû
áóäåì íàçûâàòü öèêëè÷åñêèì.
Îòñþäà ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñòâèå èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3.6.
Ñëåäñòâèå 2.4.1. Åñëè x ∈ AP è y ∈ P, òî x× y ∈ AP.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 2.4.2) ìîæíî ñ÷èòàòü íèæíåé îöåíêîé äëÿ ï. 2)
òåîðåìû 2.3.2. Â òåîðåìå 2.3.2, ï. 2) äà¼òñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íîñòè îáðàçà îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè êîíå÷íî-
àâòîìàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Åñëè èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x èìååò ðåãóëÿòîð Rx,
è àâòîìàò èìååò m ñîñòîÿíèé, òî ðåãóëÿòîð îáðàçà ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé ïî-
ðÿäêà R2mx (ãäå âåðõíèé èíäåêñ m, êàê è â ðàçäåëå 2.3, ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå êîìïîçèöèè
óíêöèé, à íå â ñìûñëå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü). Òåîðåìà 2.4.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå äëÿ
ïðîñòåéøåãî òèïà êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ öèêëè÷åñêè-
ìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè, ýòó îöåíêó íà ðåãóëÿòîð îáðàçà íåëüçÿ ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 01 . . . (m−1)01 . . . (m−1)01 . . . â àëàâèòå
èç m ñèìâîëîâ 0, 1, . . . , m− 1. Ìû ïèøåì f > g äëÿ óíêöèé f , g, åñëè f(x) > g(x) äëÿ
âñÿêîãî àðãóìåíòà x.
Òåîðåìà 2.4.2 ([50, 51℄). Äëÿ êàæäîãî m > 12 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé x ∈ AP, òàêèõ ÷òî Rx×Cm > R⌊m/4⌋−3x .
Êàê ñêàçàíî âûøå, ïî-äðóãîìó òåîðåìó 2.4.2 ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü êàê íèæíþþ
îöåíêó íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè îáðàçà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ïîä äåéñòâèåì
öèêëè÷åñêîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ìîäèèêàöèè
ýòîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ìîæíî â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.4.2 ïîëó÷èòü íèæíþþ
îöåíêó íà ìèíèìàëüíûé ïðåèêñ äëÿ òåîðåìû 2.3.5, â êîòîðîé äà¼òñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà. Ïîäðîáíåå ñì. [51℄.
Ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó î íèæíåé îöåíêå â òåîðåìå 2.3.8.
èïîòåçà 7. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 2.3.8, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ïðèìåð ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè è ïðåîáðàçîâàòåëÿ (ñåðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïðåîáðàçîâàòåëåé), äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíà íèæíÿÿ îöåíêà òèïà RM(x)(n) > C
αmn äëÿ íåêîòîðîãî α?
Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ýòîé òåìû, ìîæíî çàäàòüñÿ ñëåäóþùèì íå
î÷åíü îðìàëüíûì âîïðîñîì.
Ïðîáëåìà 8. Ïóñòü x, y ∈ AP. ×òî òîãäà ìîæíî ñêàçàòü ïðî x× y?
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Ïðîáëåìó 8 ìîæíî ïåðåîðìóëèðîâàòü êàê âîïðîñ î ñâîéñòâàõ äåêàðòîâà ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì  ñì. òåîðåìó 1.0.1 è îáñóæäåíèå âîêðóã íå¼.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî íè÷åãî ïðîñòîãî â êà÷åñòâå îòâåòà íà ïðîáëå-
ìó 8 ñêàçàòü íå óäàñòñÿ.
Òåîðåìà 2.4.3 ([52℄). Äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ M = AP, EAP \ AP, GAP \ EAP,
BN \ GAP ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, y ∈ AP, òàêèå ÷òî x× y ∈M.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìó 8 ìîæíî íåìíîãî óòî÷íèòü è êîíêðåòèçèðîâàòü.
Ïðîáëåìà 9. 1) Ïóñòü x, y ∈ AP. Ñóùåñòâóåò ëè êàêîé-òî êðèòåðèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ,
âåðíî ëè, ÷òî x× y ∈ GAP? ×òî x× y ∈ AP?
2) Ìîæíî ëè, êàê-òî îãðàíè÷èâ x, y è ðàññìîòðåâ ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàê-òî îõàðàêòåðèçîâàòü x× y?
3) Äëÿ ðåçóëüòàòîâ òèïà èìåþùèõñÿ â âèäó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìîæíî ëè äàòü
îöåíêó ñâåðõó íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïðîèçâåäåíèÿ, çíàÿ îöåíêè ñâåðõó íà
ðåãóëÿòîðû ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè êîìïîíåíò ïðîèçâåäåíèÿ? Îöåíêè òàêîãî òèïà ìîãóò
ïîçâîëèòü ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè ëîãè÷åñêèõ òåîðèé (ñì. ðàç-
äåë 3).
Ïðèìåðàìè ðåçóëüòàòîâ òîãî òèïà, êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè â ï. 2 âîïðîñà 9,
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèå 2.4.1 è òåîðåìà 2.4.7. àññìîòðèì ìíîæåñòâî PP ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé x, äëÿ êîòîðûõ âåðíî ñëåäóþùåå: ïðîèçâåäåíèå x ñ ëþáîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïî÷òè ïåðèîäè÷íî. Íàïðèìåð, ñëåäñòâèå 2.4.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ìíî-
æåñòâó PP ïðèíàäëåæàò âñå ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ßñíî, ÷òî PP ( AP.
Â [53, 54℄ äîêàçàíà äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èõ ïðèíàäëåæíîñòü ìíî-
æåñòâó PP , à èìåííî: äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ÷èñòî ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òóý  Ìîðñà; äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Ò¼ïëèöà è èõ îáîáùåíèé; äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Øòóðìà è èõ îáîáùåíèé. Äëÿ âñåõ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, áåçóñëîâíî, èíòåðåñíî òàêæå îò-
âåòèòü è íà âîïðîñ òèïà ï. 3 âîïðîñà 9, òî åñòü ïîëó÷èòü îöåíêó íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè ïðîèçâåäåíèÿ, çíàÿ ðåãóëÿòîðû ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè èñõîäíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé.
Â íåêîòîðîì ñìûñëå îáîáùåíèåì îäíîãî èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 2.4.3 ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå òðè ðåçóëüòàòà, äîêàçàííûå ÿâíî â [10℄, íî ïî ñóùåñòâó ïîëó÷åííûå â [45℄.
Òåîðåìà 2.4.4 ([45, 10℄). Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóþò m+ 1 äâîè÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, òàêèõ ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ m èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ýåêòèâíî ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, à ïðîèçâåäåíèå âñåõ m ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì.
Òåîðåìà 2.4.5 ([45, 10℄). Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóþò m+ 1 äâîè÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, òàêèõ ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ m èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ýåêòèâíî ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, à ïðîèçâåäåíèå âñåõ m ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ýåêòèâíî ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
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Ìîðèçì h : A∗ → B∗ íàçîâ¼ì ïðîåêöèåé, åñëè äëÿ ëþáîé áóêâû a ∈ A âûïîëíåíî
|h(a)| = 1, è ïðè ýòîì |A| > |B|.
Òåîðåìà 2.4.6 ([45, 10℄). Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü x : N → {1, . . . , m}, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé ïðîåêöèè h ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h(x)
ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ñ âû÷èñëèìîé âåðõíåé îöåíêîé íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîìó èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé:
1) x íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé;
2) x ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ýåê-
òèâíî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü.
Òåîðåìà 2.4.7. Åñëè x ∈ PAP è y ∈ P, òî x× y ∈ PAP.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y = 01 . . . (m − 1)01 . . . (m − 1)01 . . . , ãäå m 
ïåðèîä y. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî y ∈ P ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî êîäèðîâàíèåì, êîòîðîå,
î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåò PAP. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå äëÿ êðàòêîñòè âìåñòî u× [i, i+ |u|−1]
áóäåì ïèñàòü u× [i, ·].
Ïóñòü u âõîäèò â x, è A = {i : 0 6 i 6 m, u × [j, ·] âõîäèò â z äëÿ íåêîòîðîãî j ≡ i
(mod m)}. Ïóñòü v × [a, ·]  òàêîå ïîäñëîâî z, êîòîðîå äëÿ êàæäîãî i ∈ A ñîäåðæèò
âõîæäåíèå u × [j, ·] äëÿ íåêîòîðîãî j ≡ i (mod m). Ñëîâî v âõîäèò â x, ïîýòîìó äëÿ
íåêîòîðûõ b, d èìååì x[b + dt, b + dt + |v| − 1] = v äëÿ êàæäîãî t ∈ N. ßñíî ïðè ýòîì,
÷òî B = {i : 0 6 i 6 m, u × [j, ·] âõîäèò â v × [b, ·] äëÿ íåêîòîðîãî j ≡ i (mod m)} = A.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ A èìååì B ⊆ A, íî B = {(i + b − a) mod m : i ∈ A}.
Çíà÷èò, #B = #A, îòêóäà B = A.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè u × [s, ·] âõîäèò â z, òî äëÿ íåêîòîðîãî p ≡ s (mod m) èìååì
âõîæäåíèå u × [p, ·] â v × [b, ·]. Ïîýòîìó u × [p + tdm, ·] âõîäèò â z äëÿ êàæäîãî t ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ PAP.
Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 2.4.7 âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Ïðîáëåìà 10. 1) Âåðíî ëè, ÷òî êëàññ òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé?
2) Åñëè îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé, òî ìîæíî ëè ýòî äîêàçàòü â
êàêîì-íèáóäü ñìûñëå ýåêòèâíî è ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòîé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè
ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. ðàçäåë 3)?
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3. Ëîãèêà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
3.1. Ëîãè÷åñêèå òåîðèè
àññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå âîïðîñû î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x: âõîäèò ëè â x ñèìâîë
a? Âõîäèò ëè ñëîâî u? Âõîäèò ëè ñëîâî u áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç? Ìîæíî ñîðìóëèðî-
âàòü è áîëåå ñëîæíûå âîïðîñû ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êîãäà íà òàêèå âîïðîñû ìîæíî
îòâå÷àòü àëãîðèòìè÷åñêè, ïîëó÷àÿ íà âõîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
àçëè÷íûå, â òîì ÷èñëå è ïåðå÷èñëåííûå òîëüêî ÷òî, ñâîéñòâà áåñêîíå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ìîãóò áûòü âûðàæåíû â ëîãè÷åñêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîä òàêîé
òåîðèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ AN ìû áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùåå. Ôîðìàëüíî, â
êà÷åñòâå ñòðóêòóðû âîçüì¼ì 〈N, S, <,X〉, ãäå N  ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòî-
ðîå ïðîáåãàþò èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå, S  äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò ñëåäîâàíèÿ, < 
äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò ïîðÿäêà íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, X  óíêöèîíàëüíûé ñèì-
âîë, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x : N → A. Â êà÷åñòâå òåîðèè áåð¼ì
îáû÷íóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, èñòèííîñòü îðìóë èíòåðïðåòèðóåì åñòåñòâåííûì
îáðàçîì. Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè òåîðèÿõ ìû ïîäðàçóìåâàåì íàëè÷èå äâóõìåñò-
íîãî ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà, èíòåðïðåòèðóåìîãî åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
ßñíî, ÷òî ó òàêîé ðåàëèçàöèè åñòü ìíîãî âàðèàíòîâ, ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé
ïî âûðàçèòåëüíûì ñïîñîáíîñòÿì. Íàïðèìåð, ìîæíî áûëî âìåñòî äâóõìåñòíîãî ïðåäè-
êàòà ñëåäîâàíèÿ âçÿòü â ñòðóêòóðó îäíîìåñòíóþ óíêöèþ ñëåäîâàíèÿ. Ìîæíî áûëî
è íå áðàòü ïðåäèêàò ñëåäîâàíèÿ âîîáùå, ïîòîìó ÷òî îí âûðàçèì ÷åðåç íåðàâåíñòâî.
Òî÷íî òàê æå âìåñòî îäíîé óíêöèè X ìîæíî áûëî âçÿòü ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ Xa
ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî a ∈ A, èñòèííûõ ðîâíî òàì, ãäå â x ñòîèò áóêâà a. Ìîæíî
îáîéòèñü è ìåíüøèì  ëîãàðèìè÷åñêèì ïî îòíîøåíèþ ê ðàçìåðó àëàâèòà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè  êîëè÷åñòâîì ïðåäèêàòîâ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó êîíñòàíòà 0 âûðàçèìà
â îïðåäåë¼ííîé âûøå ñòðóêòóðå, ÿñíî, ÷òî ìîæíî áûëî, íå ìåíÿÿ ìíîæåñòâî âûðà-
çèìûõ îðìóë, äîáàâèòü â ñòðóêòóðó âñå êîíñòàíòû. ×àñòî ìû áóäåì ïåðåõîäèòü îò
îäíîé êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ê äðóãîé, åñëè ïîíàäîáèòñÿ, ïðè ýòîì ÷¼òêî èêñèðóÿ,
êàêàÿ èìåííî ðåàëèçàöèÿ òåîðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ, êîãäà ýòî âàæíî, êàê, íàïðèìåð, â
òåîðåìå 3.1.1.
Òåîðèþ, îïðåäåë¼ííóþ âûøå, áóäåì îáîçíà÷àòü T〈N, <, x〉.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðîñòûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, òèïà óïîìÿíóòûõ â
íà÷àëå ðàçäåëà, ìîæíî âûðàçèòü â òåîðèè T〈N, <, x〉. Íàïðèìåð, îðìóëà ∀p∃q∃r q >
p∧S(q, r)∧X(q) = 0∧X(r) = 1 îçíà÷àåò ñâîéñòâî âõîæäåíèÿ â x áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ðàç ñëîâà 01. Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå ïðîñòî îðìóëèðóåìûå ñâîéñòâà, êîòîðûå, âîç-
ìîæíî, õîòåëîñü áû âûðàçèòü, â òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà âûðàçèòü íåëüçÿ, íàïðèìåð,
ñëîâî â àëàâèòå {a, b}, â êîòîðîì ìåæäó ëþáûìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè âõîæäåíèÿìè b
(òàêèìè, ìåæäó êîòîðûìè íåò äðóãèõ âõîæäåíèé b) âõîäèò íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî áóêâ a.
îðàçäî áîëüøå ìîæíî âûðàçèòü â áîëåå ñèëüíîé ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Â òàêîé òåîðèè, êðîìå îáû÷íûõ ïåðåìåííûõ ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì p, q, . . . ,
ðàçðåøåíû òàêæå ìîíàäè÷åñêèå ïåðåìåííûå ïî ìíîæåñòâàì (èëè ïî îäíîìåñòíûì ïðå-
äèêàòàì) P,Q, . . . . Ââîäÿòñÿ òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå àòîìàðíûå îðìóëû âèäà P (p), Q(p), . . . ,
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îáîçíà÷àþùèå p ïðèíàäëåæèò P , p ïðèíàäëåæèò Q. . . àçðåøåíû òàêæå êâàíòîðû
ïî ìîíàäè÷åñêèì ïåðåìåííûì. Òàêóþ òåîðèþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü MT〈N, <, x〉.
Òåîðèè, àíàëîãè÷íûå âûøåïåðå÷èñëåííûì, íî íå ðàñøèðåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ, áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî T〈N, <〉, MT〈N, <〉.
Òåîðèÿ MT〈N, <, x〉 áîãà÷å òåîðèè T〈N, <, x〉. Íàïðèìåð, óïîìÿíóòîå âûøå íå âû-
ðàçèìîå â òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñâîéñòâî â ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè âûðàæàåòñÿ òàê:
∀p∀q(X(p) ∧X(q) ∧ p < q ∧ ∀r(p < r ∧ r < q → ¬X(r)) → ∃Y (∀u∀v(S(u, v) → (Y (u) ↔
Y (v))) ∧ Y (p) ∧ Y (q))).
Êàê è â ñëó÷àå ñ òåîðèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, â îïèñàííîé îðìàëèçàöèè ìîíàäè-
÷åñêîé òåîðèè ìíîãîå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-äðóãîìó. Íàïðèìåð, ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò
íåðàâåíñòâà, ïîòîìó ÷òî â ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè îíî âûðàçèìî ÷åðåç ñëåäîâàíèå. Êàê
è â ñëó÷àå òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÷àñòî ìû áóäåì ïåðåõîäèòü îò îäíîé ðåàëèçàöèè ê
äðóãîé äëÿ óäîáñòâà.
Äëÿ îðìóëû φ â ëþáîì èç âûøåîïèñàííûõ ÿçûêîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L(φ)
ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x, äëÿ êîòîðûõ ýòà îðìóëà âåðíà (òî åñòü âåð-
íà, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü âõîäÿùóþ â íå¼ åäèíñòâåííóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ ïî
óíêöèÿì X êàê x).
Åñòåñòâåííûì (è îñíîâíûì äëÿ íàñ) âîïðîñîì î ëþáîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î
å¼ ðàçðåøèìîñòè. Òåîðèÿ ðàçðåøèìà, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîé
çàìêíóòîé îðìóëå îïðåäåëÿåò å¼ èñòèííîñòü.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà áûë ïîëó÷åí â [19℄.
Òåîðèþ T′〈N, <, x〉 (íåçíà÷èòåëüíóþ ìîäèèêàöèþ òåîðèè T〈N, <, x〉) îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü P  ñèñòåìà ïðåäèêàòîâ, çàäàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x.
Òåðìàìè òåîðèè áóäóò âûðàæåíèÿ âèäà c, x + c, ãäå c ∈ Z, x  ïåðåìåííàÿ. Àòîìàð-
íûìè îðìóëàìè òåîðèè áóäóò âûðàæåíèÿ τ < τ ′, τ > τ ′, p(τ), ãäå p  ïðåäèêàò èç
ñèñòåìû P , τ , τ ′  òåðìû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çíà÷åíèÿ òåðìîâ ìîãóò íå ëåæàòü â N,
îòíîøåíèÿ, çàäàâàåìûå àòîìàðíûìè îðìóëàìè, âñþäó îïðåäåëåíû íà N.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî òåîðèÿ áåñêâàíòîðíàÿ, åñëè äëÿ êàæäîé îðìóëû òåîðèè íàéä¼òñÿ
ýêâèâàëåíòíàÿ åé áåñêâàíòîðíàÿ.
Òåîðåìà 3.1.1 ([19℄). 1) Åñëè òåîðèÿ T′〈N, <, x〉 áåñêâàíòîðíàÿ, òî x ∈ GAP.
2) Ïóñòü x ∈ GAP. Òîãäà òåîðèÿ T′〈N, <, x〉 áåñêâàíòîðíàÿ, ïðè÷¼ì îíà ðàçðåøèìà,
åñëè è òîëüêî åñëè x ýåêòèâíî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷íà.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìîíàäè÷åñêèì òåîðèÿì.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ òåîðèè àâòîìàòîâ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðî-
êèõ êëàññîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè èõ ìîíàäè-
÷åñêèõ òåîðèé.
Íàçîâ¼ì (íåäåòåðìèíèðîâàííûì) àâòîìàòîì Áþõè ñîâîêóïíîñòüM = 〈A,Q, q˜,∆, F 〉,
ãäå A  âõîäíîé àëàâèò, Q  ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, q˜ ∈ Q  íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,
∆ ⊆ Q×A×Q  ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ, F ⊆ Q  ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé.
Õîäîì àâòîìàòàM íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = x(0)x(1)x(2) . . . íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ρ = ρ(0)ρ(1)ρ(2) . . . , ÷òî ρ(0) = q˜ è 〈ρ(i), x(i), ρ(i+1)〉 ∈ ∆ äëÿ
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ëþáîãî i. Ìû ãîâîðèì, ÷òî àâòîìàòM ïðèíèìàåò x, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí õîä ρ
àâòîìàòà M íà x, äëÿ êîòîðîãî õîòÿ áû îäíî ñîñòîÿíèå, âñòðå÷àþùååñÿ â ρ áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî ðàç, âõîäèò â ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé F . Îïðåäåëÿÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííûé àâòîìàò Áþõè, ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ ∆ ⊆ Q× A×Q ìîæíî çàìåíèòü
íà óíêöèþ ïåðåõîäîâ δ : Q× A→ Q (ñ åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ
õîäà àâòîìàòà).
Åñòü íåìíîãî äðóãîé âàðèàíò ïîíÿòèÿ àâòîìàòà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàçîâ¼ì
(íåäåòåðìèíèðîâàííûì) àâòîìàòîì Ìþëëåðà ñîâîêóïíîñòü M = 〈A,Q, q˜,∆,F〉, ãäå
A  âõîäíîé àëàâèò, Q  ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, q˜ ∈ Q  íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,
∆ ⊆ Q × A × Q  ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ, F ⊆ 2Q  ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ
ìàêðîñîñòîÿíèé. Çäåñü ïîä ìàêðîñîñòîÿíèåì ìû ïîíèìàåì ýëåìåíò ìíîæåñòâà 2Q, òî
åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Q. Õîäîì àâòîìàòà M íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè x = x(0)x(1)x(2) . . . íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé
ρ = ρ(0)ρ(1)ρ(2) . . . , ÷òî ρ(0) = q˜ è (ρ(i), x(i), ρ(i+1)) ∈ ∆ äëÿ ëþáîãî i. Íàçîâ¼ì ïðåäå-
ëîì (ïðåäåëüíûì ìàêðîñîñòîÿíèåì) àâòîìàòà M íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x âäîëü õîäà
ρ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ρ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ðàç, îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç limρM . Ìû ãîâîðèì, ÷òî àâòîìàò M ïðèíèìàåò
x, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí õîä ρ àâòîìàòà M íà x, äëÿ êîòîðîãî limρM ∈ F .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëîâî ïðèíèìàåòñÿ, åñëè õîòÿ áû íà êàêîì-íèáóäü õîäå ïðåäåëüíîå
ìàêðîñîñòîÿíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çàêëþ÷èòåëüíûõ ìàêðîñîñòîÿíèé F . Àíàëî-
ãè÷íî ïðåäûäóùåìó, îïðåäåëÿÿ äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò Ìþëëåðà, ìíîæåñòâî ïå-
ðåõîäîâ ∆ ⊆ Q × A × Q ìîæíî çàìåíèòü íà óíêöèþ ïåðåõîäîâ δ : Q × A → Q (ñ
åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ õîäà àâòîìàòà).
Äëÿ àâòîìàòàM Áþõè èëè Ìþëëåðà ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå
ïðèíèìàþòñÿ àâòîìàòîì M , îáîçíà÷èì L(M).
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â àëàâèòå {a, b, c}, â
êîòîðûå åñëè a âõîäèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, òî è b âõîäèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷å-
ñòâî ðàç. Àâòîìàòû Ìþëëåðà è Áþõè, ïðèíèìàþùèå â òî÷íîñòè ñëîâà ìíîæåñòâà L,
ïîêàçàíû íà ðèñ. 6 (àâòîìàò Áþõè ïîíàäîáèëñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûé).
Ýòî ïðèìåð îáùåé ñèòóàöèè.
Òåîðåìà 3.1.2 ([55℄). Íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû Áþõè, íåäåòåðìèíèðîâàííûå
àâòîìàòû Ìþëëåðà è äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû Ìþëëåðà ðàñïîçíàþò îäèí è
òîò æå êëàññ ìíîæåñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Áîëåå òîãî, ïî àâòîìàòó îäíîãî òè-
ïà ìîæíî ïîëó÷àòü ýêâèâàëåíòíûé àâòîìàò äðóãîãî òèïà àëãîðèòìè÷åñêè.
Ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ðàñïîçíàâàåìîå àâòîìàòîì Ìþëëåðà èëè àâòîìà-
òîì Áþõè, áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì. Äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû Áþõè ðàñïîçíà-
þò ìåíüøèé êëàññ ìíîæåñòâ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåæäó îïèñàíèåì ìíîæåñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïîìîùüþ êî-
íå÷íûõ àâòîìàòîâ è îïèñàíèåì èõ îðìóëàìè ìîíàäè÷åñêîãî ÿçûêà åñòü ïðÿìàÿ ñâÿçü.
Òåîðåìà 3.1.3 ([18℄). Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîìó àâòîìàòó Áþõè
M ñòðîèò îðìóëó φ ìîíàäè÷åñêîãî ÿçûêà, òàêóþ ÷òî L(M) = L(φ), è íàîáîðîò, ïî






























èñ. 6. Ïðèìåð àâòîìàòà Ìþëëåðà (ñëåâà) è àâòîìàòà Áþõè (ñïðàâà), ïðèíèìàþùèõ îä-
íî è òî æå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ìíîæåñòâî ïðèíèìàþùèõ ìàêðîñîñòîÿíèé
àâòîìàòà Ìþëëåðà äàíî ñïèñêîì.
Ñëåäñòâèå 3.1.4 ([18℄). Òåîðèÿ MT〈N, <〉 ðàçðåøèìà.
Íàñ æå èíòåðåñóåò ñèòóàöèÿ, êîãäà òåîðèÿ MT〈N, <〉 ðàñøèðåíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, è â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà Áþõè (òåîðåìà 3.1.3) ìîæåò ïîìî÷ü.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå 3.1.5. Ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ðàçðåøèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîìó àâòîìàòó Áþõè (èëè
ëþáîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó àâòîìàòó Ìþëëåðà) ìîæåò îïðåäåëèòü, ïðèíèìàåò ëè
ýòîò àâòîìàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x èëè íåò.
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê áëàãîäàðÿ ñëåäñòâèþ 3.1.5 ïîëó÷èòü êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè
ìîíàäè÷åñêèõ òåîðèé îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè ìîòèâèðóåò îïðåäåëåíèÿ è
ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2.3, à òàêæå òåîðåìó 2.3.2.
Òåîðåìà 3.1.6 ([45℄). Òåîðèÿ MT〈N, <, x〉 îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè x ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ýåêòèâíî îáîáù¼ííî ïî÷òè
ïåðèîäè÷íà.
Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒. Ïóñòü äëÿ x ∈ GAP òåîðèÿ MT〈N, <, p〉 ðàçðåøèìà. Òîãäà äëÿ
êàæäîãî n è äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî ñèìâîëà a ïðîâåðÿåì, íå âåðíî ëè x(n) = a,
è òàê ïåðåáîðîì íàõîäèì çíà÷åíèå x(n). Òàêèì îáðàçîì, x âû÷èñëèìà. Òàêæå ïåðåáî-
ðîì ìîæíî âû÷èñëÿòü Rx, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ n è l ìîæíî çàïèñàòü îðìóëîé òîò
àêò, ÷òî Rx(n) 6 l. Òóò íàì ïîìîãàåò òî, ÷òî ñëîâ èêñèðîâàííîé äëèíû êîíå÷íîå
÷èñëî, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîçíà÷íàÿ. È åñëè äàæå ìû íå çíàåì âíà÷à-
ëå, êàêèå ýëåìåíòû ìîãóò âõîäèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîòåíöèàëüíûõ ïðåòåíäåíòîâ,
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êàê ìû äîãîâîðèëèñü, ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî), ìû ìîæåì èõ òàêæå íàéòè
ïåðåáîðîì, ïîñêîëüêó ìîæíî âûðàçèòü îðìóëîé òîò àêò, ÷òî âñå ñèìâîëû, êðîìå
ñèìâîëîâ íåêîòîðîãî èêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå
âñòðå÷àþòñÿ.
⇐. Ïóñòü òåïåðü x ∈ GAP âû÷èñëèìà è íåêîòîðàÿ f > Rx âû÷èñëèìà.
Ïî ñëåäñòâèþ 3.1.5 äëÿ ðàçðåøèìîñòè MT〈N, <, x〉 äîñòàòî÷íî óìåòü ïî ëþáîìó äå-
òåðìèíèðîâàííîìó àâòîìàòó Ìþëëåðà, çàïóùåííîìó íà x, îïðåäåëÿòü, ïðèíèìàåò ëè
îí x èëè íåò.
ÏóñòüM  êàêîé-íèáóäü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò Ìþëëåðà, äåéñòâóþùèé íà x.
àññìîòðèì êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ïðåîáðàçîâàòåëü M ′, ïîëó÷åííûé èç M ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âíóòðåííåå óñòðîéñòâî M ′ òàêîå æå, êàê è ó M , ïðè ýòîì ïðî ïðèíèìàþùèå
ìàêðîñîñòîÿíèÿ M ìû çàáûâàåì. Íà âõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ M ′ ðàáîòàåò òî÷íî
òàê æå, êàê è M , à íà âûõîä âûäà¼ò íà êàæäîì øàãå ñâî¼ òåêóùåå ñîñòîÿíèå. Ïî òåîðå-
ìå 2.3.2, ï. 3) èç âû÷èñëèìîñòè x è f ñëåäóåò âû÷èñëèìîñòü F (x) ∈ GAP è íåêîòîðîé
g > RM ′(x).
Ëåãêî âû÷èñëèòü, êàêèå ñèìâîëû âõîäÿò â M ′(x) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç: äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü, êàêèå ñèìâîëû âõîäÿò â îòðåçîê M ′(x)[g(1), 2g(1) − 1] (à ïî-
ñìîòðåòü ìû ìîæåì, ïîòîìó ÷òî ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M ′(x) òîæå âû÷èñëèìà).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà M , êî-
òîðûå âñòðå÷àþòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç â ïðîöåññå ðàáîòû M íà x. Çíà÷èò, ìû
ìîæåì ïðîâåðèòü, ïðèíèìàåò ëè àâòîìàò M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x.
Ñëåäñòâèå 3.1.7. Òåîðèÿ MT〈N, <, x〉 ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x âû÷èñëèìà è ìíîæåñòâî ïîäñëîâ Fac(x)
ðàçðåøèìî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.6 è ïðåäëîæåíèÿ 1.2.2.
Ïðîáëåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ EAP âû÷èñëèìà. Âåðíî ëè,
÷òî òåîðèÿ MT〈N, <, x〉 ðàçðåøèìà, åñëè ìíîæåñòâî ïîäñëîâ Fac(x) ðàçðåøèìî? À åñëè
äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî âû÷èñëèòü ïðî êàæäîå ñëîâî, âõîäèò ëè îíî â x
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç? Òå æå âîïðîñû ïðî êëàññû GAP, R, ER. Äëÿ âñåõ ýòèõ âîïðîñîâ
åñòü è ðàçëè÷íûå ðàâíîìåðíûå âàðèàíòû. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ EAP, ÷èñëó l > pr(x) è ìíîæåñòâó ïîäñëîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè x[l,∞) ∈ AP ðàçðåøàåò òåîðèþ MT〈N, <, x〉? Â ýòîé ñâÿçè ñì. òàêæå ðåçóëüòàòû
ðàçäåëà 4.
Ïî-âèäèìîìó, îòâåòû íà âñå ýòè âîïðîñû îòðèöàòåëüíû, õîòÿ ýòî ìîæíî óòâåðæäàòü
è ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè äëÿ ðàçíûõ èç íèõ.
3.2. àçðåøèìîñòü òåîðèé êîíêðåòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, êàê ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 3.1 êðèòåðèè ïðèìåíèòü ê
íåêîòîðûì ðàíåå ðàññìîòðåííûì ïðèìåðàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òóý  Ìîðñà ñì. ðàçäåë 1.3.
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Òåîðåìà 3.2.1. Ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ MT〈N, <, t〉 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Òóý  Ìîðñà
ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý  Ìîðñà ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê t = limn→∞ un, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ un îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè: u0 = 0 è
un+1 = unu¯n. Ïðè ýòîì |un| = 2n. (Ñì. ðàçäåë 1.3.)
ßñíî, ÷òî t âû÷èñëèìà. Ïî ñëåäñòâèþ 3.1.7 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåïåðü, ÷òî Fac(t)
ðàçðåøèìî. Ïóñòü w  ïðîèçâîëüíîå ñëîâî. Íàéä¼ì êàêîå-íèáóäü n, òàê ÷òîáû |w| 6 2n.
Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî n èìååì t = unu¯nu¯nunu¯nununu¯n . . . , ñëîâî w âõîäèò â t òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âõîäèò â îäíî èç ñëîâ unun, unu¯n, u¯nun, u¯nu¯n, ÷òî ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ.
Àíàëîãè÷íî ÿâíî ìîæíî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è f , íî ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò è èç òåîðåìû 3.2.2 íèæå.
Î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Øòóðìà ñì. ðàçäåë 1.4. Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè-
÷åñêîé òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = ⌈sin(n)⌉ (ãäå ⌈x⌉ äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
x îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî íå ìåíüøå x), ïîñòàâëåííûé â [56℄, èçíà÷àëüíî
ïîñëóæèë ìîòèâàöèåé â ðàáîòàõ [19, 45℄. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øòóðìà. Äëÿ ñïåöèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóð-
ìà, òî åñòü òàêèõ, ÷òî ñäâèã ρ = 0, êðèòåðèé ýåêòèâíîé ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè (äà-
þùèé â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3.1.6 êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè)
áûë ïîëó÷åí â [19℄. Çäåñü ìû äîêàçûâàåì êðèòåðèé â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Â [57℄ âîïðîñ
ïîëó÷åíèÿ òàêîãî êðèòåðèÿ ñîðìóëèðîâàí êàê îòêðûòûé.
Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîìó ïîëîæèòåëüíîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó ε âûäà¼ò ïðè-
áëèæåíèå ê a ñ òî÷íîñòüþ ε, òî åñòü ÷èñëî â èíòåðâàëå (a− ε, a+ ε).
Òåîðåìà 3.2.2. Ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ MT〈N, <, sα,ρ〉 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà,
îïðåäåë¼ííîé êàê íèæíÿÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íàêëîíîì α è ñäâè-
ãîì ρ, ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α è ρ âû÷èñëèìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐. Ïóñòü α è ρ âû÷èñëèìû. Âñå, êðîìå, âîçìîæíî, äâóõ ñèìâîëîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âû÷èñëèìû: äëÿ âû÷èñëåíèÿ sα,ρ(n) = ⌊α(n + 1) + ρ⌋ − ⌊αn + ρ⌋
íóæíî ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè âû÷èñëèòü α è ρ, ÷òîáû ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü
⌊αn + ρ⌋ è ⌊α(n + 1) + ρ⌋, à çíà÷èò, è sα,ρ(n). Ýòî âîçìîæíî, åñëè òîëüêî íå îêàæåòñÿ,
÷òî αn + ρ èëè α(n + 1) + ρ öåëûå  âñå òàêèå n (èõ íå áîëüøå äâóõ) ìû çàïîìèíàåì
îñîáî è â ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ sα,ρ, çàïèñûâàåì êàê îòäåëüíûé ñëó÷àé.
Äàëåå, ÿñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëèìà, è ìû äëÿ êàæäîãî n çíàåì
êîëè÷åñòâî ïîäñëîâ äëèíû n â íåé  â äàííîì ñëó÷àå ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî n+ 1  òî
ìíîæåñòâî ïîäñëîâ ðàçðåøèìî. Îòñþäà ïî ñëåäñòâèþ 3.1.7 ïîëó÷àåì, ÷òîMT〈N, <, sα,ρ〉
ðàçðåøèìà.
⇒. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðèÿ MT〈N, <, sα,ρ〉 ðàçðåøèìà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü sα,ρ âû÷èñëèìà. Çàìåòèì, ÷òî kn =
∑n
i=1 sα,ρ(i) = ⌊α(n+ 1) + ρ⌋ − ⌊ρ⌋ =
⌊α(n+ 1) + ρ⌋. Îòñþäà kn 6 α(n+ 1) + ρ < kn + 1, ñëåäîâàòåëüíî, kn−1n+1 < α < kn+1n+1 . Ýòî
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ïîçâîëÿåò íàì îöåíèòü α ñ òî÷íîñòüþ 2
n+1
. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî α âû÷èñëèìî, ïîòîìó
÷òî åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Òåïåðü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé: αn+ ρ ïðè êàêîì-íèáóäü n ÿâëÿåòñÿ
öåëûì ÷èñëîì. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ÷èñëî ρ â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëèìî.
àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà αn + ρ íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì íè ïðè êàêîì n. Áó-
äåì âñå ÷èñëà ðàññìàòðèâàòü ïî ìîäóëþ 1, òî åñòü íå ðàçëè÷àòü ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ
íà öåëîå ñëàãàåìîå. Òàêèå ÷èñëà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå îòìå÷åííûìè íà îêðóæíî-
ñòè åäèíè÷íîé äëèíû, íà êîòîðîé ìû â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó èä¼ì ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, à â îòðèöàòåëüíóþ ïî ÷àñîâîé. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîíèìàþòñÿ è äâîé-
íûå íåðàâåíñòâà ìåæäó òàêèìè ÷èñëàìè: a < b < c, åñëè òðîéêà (a, b, c) îðèåíòèðîâàíà
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Çàìåòèì, ÷òî sα,ρ = 0, åñëè 0 < αn + ρ < −α, è sα,ρ = 1, åñëè
−α < αn + ρ < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, sα,ρ = 0 ïðè −αn < ρ < −α(n + 1) è sα,ρ = 1 ïðè
−α(n+ 1) < ρ < αn.
×òîáû ïîñ÷èòàòü ρ ñ òî÷íîñòüþ 2ε, íóæíî ñíà÷àëà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N
îòìåòèòü íà îêðóæíîñòè òî÷êè αk äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, . . . , N , òàê ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè îòìå÷åííûìè òî÷êàìè íå ïðåâûøàëè 2ε. Äëÿ ýòîãî α äîëæíî áûòü
âû÷èñëåíî ñ òî÷íîñòüþ ε/N , è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè íå äîëæ-
íû ïðåâûøàòü ε. Òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå N íàéä¼òñÿ, òàê êàê α èððàöèîíàëüíî, à
ïðè èððàöèîíàëüíûõ α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn âñþäó ïëîòíà íà îêðóæíîñòè. Ïîñëå
ýòîãî, âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ sα,ρ(k) äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , N , ìû ñìîæåì îãðàíè÷èòü ρ îäíèì
èç ïîëó÷èâøèõñÿ èíòåðâàëîâ äëèíû íå áîëåå 2ε ìåæäó òî÷êàìè.
àññìîòðèì ðàâíîìåðíûå àíàëîãè óòâåðæäåíèé, äîêàçàííûõ â òåîðåìå 3.2.2. Ïðåä-
ïîëîæèì, ìû õîòèì ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé, ïîëó÷èâ íà âõîä ÷èñëà α è ρ, ðàç-
ðåøàåò òåîðèþ MT〈N, <, sα,ρ〉. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëà ïðîöåäóðà, ðàñïîçíàþùàÿ àêò
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî n, ÷òî αn+ ρ öåëîå, òî å¼ ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü òàê, êàê
îïèñàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2.2. Íî èçâåñòíî, ÷òî òàêîé ïðîöåäóðû íå ñóùåñòâó-
åò. Îäíàêî ýòî åù¼ íå äîêàçûâàåò, ÷òî æåëàåìîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò. Îáðàòíî
àíàëîãè÷íî: ïðè íàëè÷èè âûøåóïîìÿíóòîé ïðîöåäóðû ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êî-
òîðûé ïî àëãîðèòìó ðàçðåøåíèÿ òåîðèè MT〈N, <, sα,ρ〉 ìîã áû âû÷èñëÿòü α è ρ. Íî
èçâåñòíîå íàì îòñóòñòâèå òàêîé ïðîöåäóðû åù¼ íå âëå÷¼ò îòñóòñòâèÿ æåëàåìîãî àëãî-
ðèòìà. Ýòî ïîðîæäàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Ïðîáëåìà 12. 1) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé, èìåÿ àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ òåî-
ðèè MT〈N, <, sα,ρ〉, ìîæåò âû÷èñëÿòü α è ρ?
2) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ α è ρ ìîæåò
ðàçðåøàòü òåîðèþ MT〈N, <, sα,ρ〉?
38
4. Âû÷èñëèìîñòü äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé
4.1. Íåðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé
Âî ìíîãèõ âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè è ñ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò àëãîðèòìè÷åñêàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ: ìîæíî ëè òó èëè èíóþ õàðàêòåðèñòèêó èëè òî èëè èíîå ñâîéñòâî ïðîâå-
ðÿòü àëãîðèòìè÷åñêè, ïîëó÷àÿ íà âõîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Èíîãäà ýòè âîïðîñû ÿâëÿ-
þòñÿ ýåêòèâíûìè àíàëîãàìè óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, íàïðèìåð, òåîðåìà 2.3.5 
ýåêòèâíûé àíàëîã òåîðåìû 2.3.4. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå â îñíîâíîì áóäóò ðàññìîò-
ðåíû ðåçóëüòàòû, êîãäà îòâåò íà ýòè âîïðîñû îòðèöàòåëüíûé. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî
íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè íå èìåþò ýåêòèâíûõ àíàëîãîâ.
Ôîðìàëüíî, ìû ðàññìàòðèâàåì âû÷èñëèìûå îïåðàòîðû íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ .
Îòìåòèì, ÷òî òóò âîçìîæíû äâà ïîäõîäà. Â ïåðâîì ìû ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîðû, îïðå-
äåë¼ííûå íà âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Òàêèå îïåðàòîðû â ïðîöåññå âû÷èñ-
ëåíèÿ ìîãóò îáðàùàòüñÿ ê ëþáûì ýëåìåíòàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îñíîâíîå ñâîéñòâî
âû÷èñëèìûõ îïåðàòîðîâ  íåïðåðûâíîñòü îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé
ìåòðèêîé dC . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåä òåì, êàê âûäàòü îòâåò, îïåðàòîð ìîæåò ïðî-
÷èòàòü ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîãî ñâîéñòâà òàêèì îïåðàòîðîì äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Ïðè âòîðîì ïîäõîäå ìû ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîðû, îïðåäåë¼ííûå òîëüêî íà âû÷èñ-
ëèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Íà âõîä îïåðàòîðó ïîäà¼òñÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè îïåðàòîð òàêæå
áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè (ñì. [58℄). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èìåòü â âè-
äó òîëüêî ïåðâûé ïîäõîä, à âñå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ðàçäåëà âåðíû è ïðè âòîðîì
ïîäõîäå.
Ïî÷òè íèêàêèå îñìûñëåííûå ñâîéñòâà íåëüçÿ ðàñïîçíàòü, èìåÿ íà âõîäå òîëüêî ñàìó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íàïðèìåð, ïðî x ∈ BN íåëüçÿ äàæå ñêàçàòü, âõîäèò ëè â íå¼ ñèìâîë
1: åñëè àëãîðèòì ïðîâåðèë íåêîòîðîå êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ, è âñå îíè îêàçà-
ëèñü 0, îí íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî äàëåå íå âñòðåòèòñÿ 1. Âîïðîñ îá ýåêòèâíîñòè
ñòàíåò áîëåå èíòåðåñíûì, åñëè ìû íà âõîä áóäåì ïîäàâàòü êàêóþ-òî äîïîëíèòåëüíóþ
èíîðìàöèþ. Â ñëó÷àå ñ îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè â êà-
÷åñòâå ýòîé èíîðìàöèè åñòåñòâåííî âçÿòü ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè. (ßñíî, ÷òî
òî÷íî òàê æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû, êîòîðûì íà âõîä ïîäàþòñÿ è óíêöèè,
à íå òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.)
Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ñîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à ìîæåò
áûòü ðåøåíà ýåêòèâíî: ïðî÷èòàâ ïåðâûå f(1) ñèìâîëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ìî-
æåì ïîíÿòü, âõîäèò ëè â íå¼ 1, à ïðî÷èòàâ ñëåäóþùèå f(1) ñèìâîëîâ, ñìîæåì ñêàçàòü
äàæå, âõîäèò ëè â íå¼ 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Áîëåå òîãî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.6,
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ïðè òàêîì ïîäõîäå ëþáîå ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, âûðàçèìîå îðìóëîé φ(x)
ìîíàäè÷åñêîãî ÿçûêà, îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì ïî x.
Ñëåäóþùèå íåñêîëüêî òåîðåì  ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ î íåýåêòèâíîñòè. Îñîáåí-
íî èíòåðåñíî ñîïîñòàâèòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.1.1 è òåîðåìû 2.3.5. Òåîðåìà 4.1.3
òàêæå ñâÿçàíà ñ òåîðåìîé 2.3.5. Òåîðåìû 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3, ï. 1) ïðåäëîæåíèÿ 4.1.6
(äëÿ êëàññà AP, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåñóùåñòâåííî) áûëè âïåðâûå îáúÿâëåíû â [46℄
è äîêàçàíû â [24℄. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1.4, ñîðìóëèðîâàííàÿ äëÿ ï. 2)
ïðåäëîæåíèÿ 4.1.6, èçëîæåíà â [59℄ (çäåñü ìû ïðèâîäèì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî).
Ïîä ñõîäèìîñòüþ fn → f , ãäå fn, f : N→ N, áóäåì ïîíèìàòü óñëîâèå ∀i ∃n ∀m > nfm(i) =
f(i).
Òåîðåìà 4.1.1 ([46, 24℄). Ïî x ∈ EAP è f > Rx íåâîçìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäå-
ëÿòü êàêîå-ëèáî l > pr(x).
Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü èñïîëüçóåìîå
âî âñåõ òåîðåìàõ òàêîãî òèïà ðàññóæäåíèå.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý Ìîðñà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê t = limn→∞ un,
ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ un îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè: u0 = 0 è un+1 = unu¯n. Ïðè
ýòîì |un| = 2n. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t íå ñîäåðæèò êóáîâ (ïîäðîáíåå î ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè t ñì. ðàçäåë 1.3). (Íà ñàìîì äåëå, êàê áóäåò âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, íàì äîñòàòî÷íî
äàæå áîëåå ñëàáîãî óòâåðæäåíèÿ  îòñóòñòâèÿ êóáîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.)
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü xn ∈ EAP,
x ∈ AP ñ îöåíêàìè íà ðåãóëÿòîðû fn > Rxn è f > Rx, òàêèå ÷òî xn → x, fn → f , íî
pr(xn)→∞.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, óêàçàííûé â óñëîâèè òåîðåìû àëãîðèòì ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü, ïîëó÷èâ íà âõîä 〈x, f〉, îí âûäà¼ò ÷èñëî l > 0 (îíî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì,
òàê êàê x ∈ AP). Âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ l àëãîðèòì ïðî÷èòàë ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ñèìâîëîâ x è çíà÷åíèé f , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå N > l, ÷òî àëãîðèòì íå çíàåò x(k)
è f(k) äëÿ k > N (îðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà âñåõ âõîäàõ, ðàçëè÷èå ñ êîòîðû-
ìè òîëüêî â ïîçèöèÿõ k > N , àëãîðèòì ðàáîòàåò òàê æå, êàê è íà 〈x, f〉). Ïîñêîëüêó
pr(xn) → ∞, íàéä¼òñÿ n, äëÿ êîòîðîãî pr(xn) > N . ßñíî òîãäà, ÷òî íà âõîäå 〈xn, fn〉
àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü òàê æå, êàê è íà 〈x, f〉, è çíà÷èò, âûäàñò l, íî pr(xn) > N > l.
Ïîëîæèì x = t, xn = unununx. Òîãäà pr(xn) > 2
n
. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè pr(xn) < 2
n
,
òî ununx = unununu¯nu¯nun . . . ∈ AP , è çíà÷èò, ununun âõîäèò â x = t  ïðîòèâîðå÷èå ñ
áåñêóáíîñòüþ t.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòü îöåíêó íà ðåãóëÿòîðû fn, f , òàê ÷òî fn →
f . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè îáùèé ðåãóëÿòîð g äëÿ âñåõ xn  ïîòîì ìû ìîæåì
óâåëè÷èòü g è äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû g áûëà îáùåé îöåíêîé íà ðåãóëÿòîð äëÿ âñåõ xn è
äëÿ x. Ïîëîæèì g = 4 · Rx. Ïóñòü ñëîâî v, |v| = k âõîäèò â xn = unununx áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç. Âîçüì¼ì îòðåçîê [i, j] ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x äëèíû 4 ·Rx(k) è ïîêàæåì, ÷òî
v â íåãî âõîäèò. Åñëè j > 3 ·2n+Rx(k), òî v âñòðå÷àåòñÿ íà îòðåçêå x[3 ·2n, 3 ·2n+Rx(k)]
(ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿòîðà). Èíà÷å j < 3 · 2n + Rx(k), îòêóäà i 6 3 · 2n − 3Rx(k). Íî
i > 0, çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå Rx(k) 6 2
n = |un|. Òàêèì îáðàçîì, xn[i, i + Rx(k)] öåëèêîì
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ñîäåðæèòñÿ â unun. Íî unun âõîäèò â x, è çíà÷èò, xn[i, i+ Rx(k)] âõîäèò â x, ïîýòîìó v
âõîäèò â x[i, i + Rx(k)], òàê êàê v âõîäèò â x áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, à çíà÷èò, âõîäèò â
ëþáîå ïîäñëîâî x äëèíû Rx(k).
Îäíàêî g  åù¼ íå èñêîìàÿ. Íåîáõîäèìî ïðîñëåäèòü çà ñëîâàìè, êîòîðûå âñòðå÷à-
þòñÿ â xn êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Íî ÿñíî, ÷òî åñëè êàêîå-òî v âõîäèò â xn êîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî ðàç, òî |v| = k > 2n (èíà÷å v âõîäèò â áëîê èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñëîâ
un èëè u¯n, à çíà÷èò, è â x), òî åñòü òàêîå ìîæåò áûòü ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ðàçëè÷íûõ n. Ïîýòîìó, ðàññìîòðåâ âñå ñèòóàöèè, êîãäà ñëîâà èêñèðîâàííîé äëèíû
k âõîäÿò â êàêèå-òî xn êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, íàì, âîçìîæíî, ïðèä¼òñÿ óâåëè÷èòü
çíà÷åíèå g(k), íî ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Çíà÷èò, èñêîìàÿ îöåíêà ðåãóëÿòîðîâ
íàéä¼òñÿ.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ðàçäåëå 1.2, èìååì EAP ( GAP [23℄. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ýòè êëàññû íåâîçìîæíî ðàçäåëÿòü ýåêòèâíî.
Òåîðåìà 4.1.2 ([46, 24℄). Ïî x ∈ GAP è f > Rx íåâîçìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäå-
ëÿòü, âåðíî ëè, ÷òî x ∈ EAP.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî äàæå ïðèïèñàâ ê ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèí ñèìâîë, ìû, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå ìîæåì ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè îíà ïî-ïðåæíåìó ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Òåîðåìà 4.1.3 ([46, 24℄). Ïî x ∈ EAP, f > Rx è íåêîòîðîìó l > pr(x) íåâîçìîæíî
àëãîðèòìè÷åñêè íàõîäèòü pr(x).
Ñëåäóþùèé äîâîëüíî îáùèé ðåçóëüòàò áûë èçíà÷àëüíî ìîòèâèðîâàí âîïðîñîì î
ðåãóëÿðíîñòè ìíîæåñòâà àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé  ñì. ïðåäëîæåíèå 4.1.6,
ï. 2) è ñëåäñòâèå 4.3.2, ï. 2), äîêàçàííûå â [59℄.
Òåîðåìà 4.1.4. Ïóñòü M  ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàêîå ÷òî
P ⊆ M. Òîãäà ïî x ∈ GAP è f > Rx íåâîçìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäåëÿòü, âåðíî
ëè, ÷òî x ∈M.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn áåñêîíå÷íûõ ñëîâ è
áåñêîíå÷íîå ñëîâî x, òàê ÷òî xn ñòðåìèòñÿ ê x, âñå ñëîâà xn, x îáîáù¼ííî ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷íû è èìåþò îáùóþ îöåíêó íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè g > Rxn, g > Rx,
ïðè÷¼ì âñå xn ∈ M, à x /∈ M. Äåéñòâèòåëüíî (ïîâòîðèì îñíîâíóþ ñõåìó ðàññóæäåíèÿ
åù¼ ðàç), ïðåäïîëîæèì, àëãîðèòì èç óñëîâèÿ òåîðåìû (ðàñïîçíàþùèé ïðèíàäëåæíîñòü
M îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) ñóùåñòâóåò. Ïîäàäèì åìó íà
âõîä x è g. Îí âûäàñò îòðèöàòåëüíûé îòâåò, òàê êàê x /∈ M. Âî âðåìÿ ñâîåé ðàáîòû,
ïåðåä òåì êàê âûäàòü îòâåò, àëãîðèòì ïðî÷èòàë ëèøü êàêîå-òî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ñèìâîëîâ èç x. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñòðåìèòñÿ ê x, çíà÷èò, òå æå ñàìûå ñèìâîëû,
êîòîðûå àëãîðèòì óñïåë ïðî÷èòàòü â x, ñòîÿò íà òåõ æå ìåñòàõ â êàêîì-òî xm äëÿ íåêî-
òîðîãî m. Çíà÷èò, òîò æå ñàìûé îòðèöàòåëüíûé îòâåò àëãîðèòì äîëæåí âûäàòü è íà
xm è g  ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê xm ∈M.
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Ïîñòðîèì òåïåðü íóæíûå xn, x.
Â ðàçäåëå 2.2 ìû îïèñàëè óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàïîìíèì îäèí èç åãî âàðèàíòîâ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈Bn, ln〉, ãäå Bn  íåïóñòîå ìíîæåñòâî íåïóñòûõ ñëîâ â èêñè-
ðîâàííîì êîíå÷íîì àëàâèòå A, ln  íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ A-AP-ñõåìîé, åñëè
äëÿ íå¼ âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî n ∈ N:
(1) âñå ñëîâà èç Bn èìåþò äëèíó ln;
(2) ëþáîå ñëîâî u ∈ Bn+1 ïðåäñòàâèìî â âèäå u = v1v2 . . . vk, ãäå vi ∈ Bn, è äëÿ ëþáîãî
w ∈ Bn ñóùåñòâóåò i, òàêîå ÷òî vi = w. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x AP-ïîðîæäåíà A-AP-
ñõåìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ i è n èìååì x[iln, (i + 1)ln − 1] ∈ Bn (äàëåå ïðèñòàâêè AP- è
A-AP- ìû îïóñêàåì).
Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, êàæäàÿ ñõåìà ïîðîæäàåò êàêóþ-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è
êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîðîæä¼ííàÿ ñõåìîé, ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Áî-
ëåå òîãî, êàæäàÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ñõå-
ìîé.
Òåïåðü ìû óñèëèì ãëàâíîå óñëîâèå íà Bn, à èìåííî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõåìû,
äëÿ êîòîðûõ âåðíî:
(∗) äëÿ ëþáîãî n > 1 êàæäîå u ∈ Bn èìååò âèä u = v1v2 . . . vk, ãäå vi ∈ Bn−1, ïðè÷¼ì
äëÿ êàæäûõ w1, w2 ∈ Bn íàéä¼òñÿ i < k, òàêîå ÷òî vivi+1 = w1w2.
Îòìåòèì, ÷òî òàê ìû òåðÿåì ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè: î÷åâèäíî, íå êàæäàÿ ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà ñõåìîé, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ (∗).
Ëåììà 4.1.5. Ñóùåñòâóåò ñõåìà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå (∗), è êîòîðàÿ ïî-
ðîæäàåò êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ïî÷òè î÷åâèäíî, íî òåì íå ìåíåå äîêàæåì åãî è
ïîñòðîèì íåîáõîäèìóþ B-AP-ñõåìó.
Îïðåäåëèì ðåêóðñèâíî ñõåìó 〈ln, Bn〉: ïîëîæèì l0 = 1 è B0 = {0, 1}, è äàëüøå äëÿ
êàæäîãî n > 1 ïîëîæèì ln = (#Bn−1)2ln−1. Òàêæå ïîëîæèì Bn ñîñòîÿùèì èç âñåõ ñëîâ
äëèíû ln, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (∗).
Òåïåðü îáúÿñíèì, ïî÷åìó ýòà ñõåìà ïîðîæäàåò êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Íà÷í¼ì ñòðîèòü êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîðîæäàåìóþ ýòîé ñõåìîé.
Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ wi ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñëîâî
w0 èç ìíîæåñòâà B0 âûáåðåì ïðîèçâîëüíî, à äàëåå ñëîâî wi äëÿ i > 1 áóäåì âûáèðàòü
ïðîèçâîëüíî èç ìíîæåñòâà Bi, òàê ÷òîáû îíî ÿâëÿëîñü ïðîäîëæåíèåì ñëîâà wi−1. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëèíà li âûáðàíà äîñòàòî÷íîé äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî v ∈ Bi−1 ìîæíî
áûëî íàéòè áîëåå îäíîãî ñëîâà èç Bi, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîäîëæåíèåì v. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
êàæäûé ðàç, êîãäà ìû âûáèðàåì wi äëÿ êàêîãî-íèáóäü i, ó íàñ åñòü õîòÿ áû äâà ðàçëè÷-
íûõ âàðèàíòà, íåçàâèñèìî îò âñåõ ïðåäûäóùèõ âûáîðîâ. Çíà÷èò, ìû ìîæåì âûáðàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ wi êîíòèíóóìîì ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ. Îñòàëîñü òîëüêî çàìå-
òèòü, ÷òî ïðè ëþáîì òàêîì âûáîðå ïðåäåëüíîå áåñêîíå÷íîå ñëîâî limi→∞wi ïîðîæäåíî
ñõåìîé 〈ln, Bn〉 ïî ïîñòðîåíèþ.
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Êàê ñëåäóåò èç ýòîé ëåììû, ñðåäè ïîðîæä¼ííûõ òàêèìè óñèëåííûìè ñõåìàìè íàé-
äóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ïðèíàäëåæàùèåM, òàê êàêM ñ÷¼òíî (ýòî åäèíñòâåííîå
ìåñòî, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ñ÷¼òíîñòü M). Âîçüì¼ì îäíó èç íèõ  x, ïîðîæä¼ííóþ íåêî-
òîðîé ñõåìîé 〈Bn, ln〉.
Îïðåäåëèì pn = x[0, ln]. Òàêèì îáðàçîì, pn ∈ Bn è limn→∞ pn = x. Ïîëîæèì xn =
pnpnpn . . . ∈ P. ßñíî, ÷òî xn → x, êðîìå òîãî, âñå xn ∈M. Îñòàëîñü âûáðàòü îáùèé ðå-
ãóëÿòîð f äëÿ âñåõ xn. Óâåëè÷èâ åãî ïîòîì, åñëè íóæíî, ñäåëàåì òàê, ÷òîáû îí ïîäõîäèë
è äëÿ x.
Ñåé÷àñ ìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå (äëÿ êàæäîãî k) êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé âèäà f(k) > α,
ïîñëå ÷åãî â êà÷åñòâå f(k) ìîæåì âçÿòü ìàêñèìóì ïî âñåì òàêèì α.
Ïóñòü v = xn[i, j], |v| = k (ýòî ñðàçó îçíà÷àåò, ÷òî v âõîäèò â xn áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàç, òàê êàê xn ∈ P). Íåðàâåíñòâî k > ln−1 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ n (ïðè èêñèðîâàííîì k), ÷òî äà¼ò ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
óñëîâèé íà f(k). Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k < ln−1. Âîçüì¼ì òàêîå t, ÷òî lt−1 < k 6
lt (âàæíî, ÷òî t íå çàâèñèò îò n è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî k). Òîãäà t 6 n − 1.
Ñóùåñòâóåò m, òàêîå ÷òî mlt 6 i è j 6 (m+ 2)lt − 1, òî åñòü v ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ab, ãäå a, b ∈ Bt, è çíà÷èò, áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó (∗), v âõîäèò â ëþáîå c ∈ Bt+1. Íî íà
êàæäîì îòðåçêå äëèíû 2lt+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn íàéä¼òñÿ âõîæäåíèå êàêîãî-íèáóäü
c ∈ Bt+1 (öåëèêîì âõîäÿùåãî â êàêîå-òî pn), à çíà÷èò, è âõîæäåíèå v. Òàêèì îáðàçîì,
äîñòàòî÷íî f > 2lt+1.
Ïðåäëîæåíèå 4.1.6. 1) [46, 24℄ Ïî x ∈ GAP è f > Rx íåâîçìîæíî àëãîðèòìè÷å-
ñêè îïðåäåëÿòü, âåðíî ëè, ÷òî x ∈ P.
2) [59℄ Ïî x ∈ GAP è f > Rx íåâîçìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäåëÿòü, âåðíî ëè,
÷òî x àâòîìàòíà.
3) Ïî x ∈ GAP è f > Rx íåâîçìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè îïðåäåëÿòü, âåðíî ëè, ÷òî
x ìîðè÷åñêàÿ.
Èç êîíñòðóêöèè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1.4 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn ñ îáùåé âåðõíåé îöåíêîé íà ðåãóëÿ-
òîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè. Ýòà ñåðèÿ ïðèìåðîâ ëþáîïûòíà òåì, ÷òî îäíà åñòåñòâåííàÿ
ìåðà ïîâòîðÿåìîñòè â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ  îöåíêà íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèî-
äè÷íîñòè  ïîñòîÿííà, òîãäà êàê äðóãàÿ òàêàÿ ìåðà  ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Ïî-äðóãîìó, ýòî çàìå÷àíèå ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü
òàê: åñëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùèòü ïîíÿòèå ðåãóëÿòîðà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè íà
êîíå÷íûå ñëîâà è âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ pn  ïåðèîäîâ xn, òî ýòî áóäåò ïðè-
ìåð ñêîëü óãîäíî äëèííûõ êîíå÷íûõ ñëîâ ñ îáùåé îöåíêîé ñâåðõó íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè.
4.2. Ñâÿçü ñ ìîíàäè÷åñêèìè òåîðèÿìè
Ëþáîïûòíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ òåïåðü, ÷òî èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ è èç
òåîðåìû 3.1.6 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäñòâèÿ â òåðìèíàõ ìîíàäè÷åñêèõ òåîðèé ñëåäóþùèì
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îáðàçîì.
Ñëåäñòâèå 4.2.1. Â ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè ïðè x ∈ EAP íåâûðàçèìî íèêàêîå ÷èñëî
l > pr(x) ðàâíîìåðíî ïî x. Äðóãèìè ñëîâàìè, íå ñóùåñòâóåò òàêîé îðìóëû φ(x, l) â
ìîíàäè÷åñêîì ÿçûêå, êîòîðàÿ ïðè x ∈ EAP èñòèííà, òîëüêî åñëè l > pr(x), ïðè÷¼ì
ïðè êàæäîì x ∈ EAP õîòÿ áû îäíî òàêîå l, ÷òî φ(x, l) èñòèííà, íàéä¼òñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ EAP è ïóñòü ñóùåñòâóåò îðìóëà φ(x, l) èç óñëîâèÿ òåî-
ðåìû. Òîãäà ïî x è êàêîìó-òî f > Rx, ìîæíî ïåðåáîðîì íàéòè l > pr(x). Äëÿ ýòîãî
íóæíî ïåðåáèðàòü ïîäðÿä âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è ïðîâåðÿòü, âåðíî ëè φ(x, n) 
ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü ïî òåîðåìå 3.1.6. Òàêèì îáðàçîì, ýòî äàëî áû àëãîðèòìè÷åñêèé
ñïîñîá íàõîäèòü l > pr(x) ïî x è f > Rx  ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 4.1.1.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ è âñå îñòàëüíûå ñëåäñòâèÿ. Ñêàæåì, ÷òî ñâîé-
ñòâî P âûðàçèìî ïðè x ∈ C â òåîðèè MT〈N, <, x〉, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îðìóëà
φ(x) â ìîíàäè÷åñêîì ÿçûêå, êîòîðàÿ â îãðàíè÷åíèè íà ìíîæåñòâî C âûðàæàåò ñâîé-
ñòâî P
Ñëåäñòâèå 4.2.2. Åñëè x ∈ GAP, òî â òåîðèè MT〈N, <, x〉 íåâûðàçèìî ñâîéñòâî
x ∈ EAP.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1.2.
Ñëåäñòâèå 4.2.3. Åñëè x ∈ EAP, òî â òåîðèè MT〈N, <, x〉 ñ äîïîëíèòåëüíîé êîí-
ñòàíòîé, ðàâíîé êàêîìó-òî l > pr(x), íåâûðàçèìî ÷èñëî pr(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1.3.
Ñëåäñòâèå 4.2.4. 1) Åñëè x ∈ GAP, òî â òåîðèèMT〈N, <, x〉 íåâûðàçèìî ñâîéñòâî
x ∈ P.
2) Åñëè x ∈ GAP, òî â òåîðèè MT〈N, <, x〉 íåâûðàçèìî ñâîéñòâî x  àâòîìàòíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
3) Åñëè x ∈ GAP, òî â òåîðèè MT〈N, <, x〉 íåâûðàçèìî ñâîéñòâî x  ìîðè÷åñêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.6.
4.3. Íåðåãóëÿðíîñòü íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Òåïåðü ìû ïîêàæåì, êàê, èñïîëüçóÿ òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà, ìîæíî äîêàçàòü ïðî íåêî-
òîðûå ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ÷òî îíè íå ðàñïîçíàþòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì
(èìååòñÿ â âèäó àâòîìàò Áþõè èëè àâòîìàò Ìþëëåðà, ñì. ðàçäåë 3.1), òî åñòü íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Âîçìîæíî, ó ýòèõ àêòîâ åñòü è áîëåå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî. Â
èçëîæåíèè ýòîãî ðàçäåëà ìû â ñóùåñòâåííîé ñòåïåíè ñëåäóåì ðàáîòå [59℄.
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Êàê óòâåðæäàåò òåîðåìà 3.1.6, ïî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, êàêîé-íèáóäü îöåíêå ñâåðõó íà å¼ ðåãóëÿòîð è àâòîìàòó Áþõè ìîæíî àëãîðèò-
ìè÷åñêè îïðåäåëÿòü, ïðèíèìàåò ëè äàííûé àâòîìàò Áþõè äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
îâîðÿ áîëåå òî÷íî, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé, ïîëó÷èâ íà âõîä îðàêóë äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè x ∈ GAP, îðàêóë äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè g > Rx è àâòîìàò Áþõè F ,
âûäà¼ò îòâåò, âåðíî ëè, ÷òî F ïðèíèìàåò x.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâîM ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðèíèìàþùèé åãî àâòîìàò Áþõè. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.1.6 ñó-
ùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî îáîáù¼ííî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è îöåíêå ñâåðõó íà å¼ ðåãóëÿòîð îïðåäåëÿåò, ïðèíàäëåæèò ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîæåñòâó M.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâîM íåðåãóëÿðíî, äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî îðàêóëó äëÿ îáîáù¼ííî ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è äëÿ êàêîé-òî îöåíêè ñâåðõó íà å¼ ðåãóëÿòîð îïðå-
äåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ìíîæåñòâó M. (Îáîáù¼ííî ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýòîì óòâåðæäåíèè ìîæíî çàìåíèòü íà ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêèå.)
Òàê, èç òåîðåìû 4.1.2 è ïðåäëîæåíèÿ 4.1.6 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Ñëåäñòâèå 4.3.1. Ìíîæåñòâî EAP íå ðåãóëÿðíî.
Ñëåäñòâèå 4.3.2. 1) Ìíîæåñòâî P íå ðåãóëÿðíî.
2) Ìíîæåñòâî àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ðåãóëÿðíî.
3) Ìíîæåñòâî ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ðåãóëÿðíî.
Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòå-
çó.
èïîòåçà 13. Ìíîæåñòâà AP, GAP, R, ER íå ðåãóëÿðíû.
Ñêîðåå âñåãî, âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðèìåíèòü òåõíèêó, ïðîäåìîíñòðèðîâàí-
íóþ â ýòîì ðàçäåëå.
5. Ñëîæíîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé
Â ðàçäåëå 5.1 ìû êðàòêî ãîâîðèì î ñëîæíûõ ðåçóëüòàòå è ãèïîòåçå, ñâÿçàííûõ ñ ïðå-
äåëüíûì ïîâåäåíèåì ðåãóëÿòîðà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à â ðàçäå-
ëå 5.2 îáñóæäàåì ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â òåðìèíàõ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíî-
ñòè è ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè.
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5.1. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåãóëÿòîðà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè
Ñëîæíîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñëîæíîñòü
óñòðîéñòâà å¼ ðåãóëÿòîðà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñòàë ïîëîæè-
òåëüíûìè îòâåòîì íà äîëãîå âðåìÿ îñòàâàâøèéñÿ îòêðûòûì âîïðîñ Ìîðñà è Õåäëóíäà,
ñîðìóëèðîâàííûé â [6℄.





Óäîáíî êðîìå ðåãóëÿòîðà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëèòü òàê-
æå óíêöèþ
rx(n) = Rx(n) − n + 1, êîòîðàÿ ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó
ñîñåäíèìè âõîæäåíèÿìè ñëîâà u äëèíû n (ðàññòîÿíèå áåð¼òñÿ ìåæäó ëåâûìè êîíöàìè
âõîæäåíèé, à ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ñëîâàì äëèíû n è ïî âñåì ðàññòîÿíèÿì). Ñëå-
äóÿ [47℄, îïðåäåëèì êîýèöèåíò ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ρx ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x êàê
ρx = lim supn→∞
rx(n)
n
. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x
êîýèöèåíò ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè ðàâåí 1. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíî
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ (ñì. ñ. 26) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ êîýèöèåíò ïî÷òè
ïåðèîäè÷íîñòè êîíå÷åí.
Â [6℄ ïîñòàâëåí âîïðîñ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåé íèæíåé îöåíêè íà
rx äëÿ íåïåðèîäè-
÷åñêèõ x. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ρx > 2 äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ x.
Â [47℄ äîêàçàíî, ÷òî ρx > 3 äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ x. îçè è Êàññýíü âûäâèãàþò ñëåäóþ-
ùóþ ãèïîòåçó.






= 3,618 . . .






ýòîé ãèïîòåçû ñòàëî áû ïîëíûì îòâåòîì íà óïîìÿíóòûé âîïðîñ èç [6℄.
Îñíîâíûì ñðåäñòâîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1.1, à òàêæå â ïðåäïîëàãàåìîì
óæå ñóùåñòâóþùåì, íî ïîêà íå îïóáëèêîâàííîì äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû 14 (ñì. êîì-
ìåíòàðèè â [47℄) ÿâëÿþòñÿ ãðàû îçè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, øèðîêî èñïîëüçóåìûå â
êîìáèíàòîðèêå ñëîâ (îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [60℄).
5.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñëîæíûìè ïîäñëîâàìè
Êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü êîíå÷íîãî ñëîâà, íåîðìàëüíî,  ýòî êîëè÷åñòâî èíîðìà-
öèè â ýòîì ñëîâå. Áîëåå îðìàëüíî, ýòî äëèíà êðàò÷àéøåãî áèíàðíîãî îïèñàíèÿ ýòîãî
ñëîâà, ïðè òàêîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ, ïðè êîòîðîì ñëîâà ïîëó÷àþòñÿ èç ñâîèõ êîðîòêèõ
îïèñàíèé ïðèìåíåíèåì óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà. Ïî-äðóãîìó, êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæ-
íîñòü ñëîâà  ýòî äëèíà êðàò÷àéøåé çàêîäèðîâàííîé â áèíàðíîì àëàâèòå ïðîãðàì-
ìû áåç âõîäà â êàêîì-íèáóäü åñòåñòâåííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïå÷àòàþùåé ýòî
ñëîâî. Êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû
(çàâèñÿùåé îò ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ èëè êîíêðåòíîãî óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà,
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êîòîðûé áåð¼òñÿ â îïðåäåëåíèè). Áîëåå äåòàëüíî ñ óíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì êîëìî-
ãîðîâñêîé ñëîæíîñòè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî [62℄ èëè [63℄ (ñì. òàêæå [64℄).
Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç K(u) ñëîæíîñòü ñëîâà u. Â ýòîì ðàçäåëå âñå êîíå÷íûå ñëîâà è
áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ áèíàðíûìè. Îäíî èç áàçîâûõ ñâîéñòâ
êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ, ñëåäóþùåå: äëÿ âñåõ ñëîâ u ∈ B∗
âûïîëíåíî K(u) < |u| + C, ïîñêîëüêó êàæäîå ñëîâî ìîæíî îïèñàòü êàê ìèíèìóì èì
ñàìèì.
Õîòÿ êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü èçìåðÿåò êîëè÷åñòâî èíîðìàöèè â ñëîâàõ (è â
äðóãèõ êîíå÷íûõ îáúåêòàõ), è ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ïðèìåíåíèå è ñâÿçè ñ êîìáèíàòîðèêîé
ñëîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëþáîïûòíûìè è åñòåñòâåííûìè, î÷åíü ìàëî èçâåñòíî òàêèõ ñâÿ-
çåé. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü îòìåòèòü ðàáîòó [65℄ (ñì. îáñóæäåíèå äàëüøå), [66℄, ãäå íàé-
äåíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷å-
íèåì êðèòè÷åñêîé ýêñïîíåíòû (èçíà÷àëüíî ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [67℄) è, íàêîíåö, ðàçäåë
5 ðàáîòû [68℄, ðàñøèðåííîé âåðñèåé êîòîðîãî è ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèé ðàçäåë.
Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ îáñóæäåíèå ñëåäóþùåé ãèïîòåçû.
èïîòåçà 15 (Àí. Ìó÷íèê, 2005). Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x, äëÿ êîòîðîé îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
1) íåêîòîðàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà Rx âû÷èñëèìà;
2) íåðàâåíñòâî K(u) > α|u| âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà u ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x.
èïîòåçà íå äîêàçàíà äàæå õîòÿ áû äëÿ êàêîãî-íèáóäü èêñèðîâàííîãî α.
Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ýòîé ãèïîòåçû îáúåäèíÿþò â ñåáå äî íåêîòîðîé
ñòåïåíè âû÷èñëèìîñòü (âû÷èñëèìûé ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè) è äî íåêîòîðîé
ñòåïåíè ñëó÷àéíîñòü (ïî÷òè ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü ïîä-
ñëîâ). Îäíàêî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò áûòü íè ïî-íàñòîÿùåìó âû÷èñëèìîé
(ýòî îçíà÷àëî áû ëîãàðèìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü âñåõ íà÷àë), íè ïî-íàñòîÿùåìó ñëó÷àé-
íîé â ñìûñëå ÌàðòèíË¼à (ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî â íå¼ âõîäÿò âñå âîçìîæíûå ñëîâà,
â òîì ÷èñëå ïðîñòûå).
Áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ, áëèçêèõ ê ãèïîòåçå 15. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ñðåäñòâîì.
Òåîðåìà 5.2.1 ([69℄). Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ BN,
òàêàÿ ÷òî íåðàâåíñòâî K(u) > α|u| âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ïîäñëîâ u ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè x.
Òàê êàê ïî ïðåäëîæåíèþ 1.0.4 äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ïîäñëîâà êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè èñõîäíîé,
â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 5.2.1 âûâîäèì ñóùåñòâîâàíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñî ñëîæíûìè ïîäñëîâàìè. Òåïåðü çàäà÷à â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ âû÷èñëèìîé âåðõíåé îöåíêîé íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè.
Íà ñàìîì äåëå, íåñêîëüêî äðóãàÿ, áîëåå ñëàáàÿ, õàðàêòåðèñòèêà ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü çäåñü ñäåëàíà âû÷èñëèìî îöåíèâàåìîé ñâåðõó.
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Ïóñòü x ∈ AP. Îïðåäåëèì R′x(n) êàê ìèíèìàëüíîå òàêîå l, ÷òî ñëîâî x[0, n− 1] âõîäèò
â ëþáîå ïîäñëîâî äëèíû l â x (ñì. òàêæå [47℄). Î÷åâèäíî, Rx > R
′
x, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
x ∈ AP åñëè êàêàÿ-òî âåðõíÿÿ îöåíêà íà Rx âû÷èñëèìà, òî òî æå âåðíî è ïðî R′x. Ïî
ñóùåñòâó, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [65℄.
Òåîðåìà 5.2.2 ([65℄). Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü x, äëÿ êîòîðîé îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
1) êàêàÿ-òî âåðõíÿÿ îöåíêà íà R′x âû÷èñëèìà;
2) íåðàâåíñòâî K(u) > α|u| âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà u ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2.2 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòîé ìåòîä ïîñòðî-
åíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü ni  âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî ni|ni+1 äëÿ ëþáîãî i. Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèç-
âîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x è èçìåíèì â íåé íåêîòîðûå ýëåìåíòû, òàê ÷òîáû îíà
ñòàëà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Ïåðâûì øàãîì çàìåíèì âñå îòðåçêè âèäà x[in1, in1+n0−1]
äëÿ i > 1 íà îòðåçîê x[0, n0 − 1]. Äàëåå çàìåíèì âñå îòðåçêè âèäà x[in2, in2 + n1 − 1]
äëÿ i > 1 íà îòðåçîê x[0, n1 − 1]. È òàê äàëåå: íà k-ì øàãå ïðîöåäóðû ìû çàìåíÿåì âñå
îòðåçêè âèäà x[ink+1, ink+1 + nk − 1] äëÿ i > 1 íà îòðåçîê x[0, nk − 1]. Çà ñ÷¼ò óñëîâèÿ
ni|ni+1 äëÿ ëþáîãî i âñå ïåðåïèñûâàíèÿ äðóã ñ äðóãîì ñîãëàñîâàííû: åñëè êàêîé-òî ñèì-
âîë íà íåêîòîðîì øàãå áûë ïåðåïèñàí, òî äàëüøå îí óæå ïåðåïèñàí íå áóäåò. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ òàêîé ïðîöåäóðîé, áóäåò ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîé: ìû îáåñïå÷èëè äîñòàòî÷íóþ âñòðå÷àåìîñòü äëÿ êàæäîãî ïðåèêñà. Áîëåå òîãî,
ìû îáåñïå÷èëè êàæäîìó ïðåèêñó âñòðå÷àåìîñòü ïî àðèìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, èç
÷åãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïî âûøåîïèñàííîé ïðîöå-
äóðå, áóäåò òî÷íî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Îäíàêî òàê ïîëó÷àþòñÿ íå âñå òî÷íî ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Äðóãîå îñëàáëåíèå ãèïîòåçû Ìó÷íèêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, åñëè ìû ïîòðåáóåì
áëèçîñòè ê ñëó÷àéíîñòè íå îò âñåõ ïîäñëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òîëüêî îò âñåõ ïðå-
èêñîâ. Ïî ñóùåñòâó, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [10℄.
Òåîðåìà 5.2.3 ([10℄). Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü x, äëÿ êîòîðîé îäíîâðåìåííî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
1) êàêàÿ-òî âåðõíÿÿ îöåíêà íà Rx âû÷èñëèìà;
2) íåðàâåíñòâî K(u) > α|u| âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ïðåèêñà u ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè x.
Òåõíèêà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòå [10℄, èñïîëüçóåò
óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. ðàç-
äåë 2.2). Ýòî îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïûòàòüñÿ äîêàçàòü ãèïîòåçó 15. (Ñòðîãî ãîâî-
ðÿ, â ðàáîòå [10℄ äàíà êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ AP-ñõåìû, êîòîðàÿ, ïî-âèäèìîìó, íå
äà¼ò âîîáùå ãîâîðÿ îöåíêè íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè  ñì. ãèïîòåçó 2. Íî ýòó
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êîíñòðóêöèþ ìîæíî ìîäèèöèðîâàòü, çàìåíèâ èñïîëüçîâàíèå AP-ñõåì GAP-ñõåìàìè
è òåì ñàìûì îáåñïå÷èâ âû÷èñëèìîñòü îöåíêè íà ðåãóëÿòîð.)
Åñòåñòâåííîå ïîíÿòèå ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçà-
öèè êîíå÷íûõ ñëîâ è áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñëåäóþùèå ëåììû îïèñûâàþò
ñâÿçè ìåæäó êîëìîãîðîâñêîé è ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòüþ.
Ëåììà 5.2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé x ∈ BN äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå C, ÷òî äëÿ
ëþáîãî m > n äëÿ êàæäîãî u ∈ Facm(x) âûïîëíåíî K(u) 6 ⌈mn ⌉ log(px(n)) + C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ñëîâî äëèíû m, âõîäÿùåå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. àçäåëèì
åãî íà áëîêè äëèíû n (âîçìîæíî, ïîñëåäíèé áëîê áóäåò íåïîëíîé äëèíû)  ïîëó÷èòñÿ
⌈m
n
⌉ áëîêîâ. Êàæäûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ áëîêîâ  ñëîâî äëèíû n (ïîñëåäíåå, âîçìîæíî,
êîðî÷å n), âõîäÿùåå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x. Âñåãî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x âõîäèò px(n)
ñëîâ äëèíû n, ïîýòîìó íà çàäàíèå êàæäîãî èç áëîêîâ äîñòàòî÷íî ïîòðàòèòü log(px(n))
áèòîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ çàäàíèÿ äëèíû ïîñëåäíåãî áëîêà äîñòàòî÷íî log log(px(n)) áèòîâ,
÷òî åñòü êîíñòàíòà îò m.
Ëåììà 5.2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé x ∈ BN äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò u ∈ Facn(x), òàêîå
÷òî K(u) > log(px(n)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî ñëîâ, èìåþùèõ ñëîæíîñòü ìåíüøå log(px(n)), íå áîëüøå, ÷åì
2log(px(n)) − 1 = px(n)− 1, ïîýòîìó õîòÿ áû îäíî èç ñëîâ ìíîæåñòâà Facn(x) èìååò ñëîæ-
íîñòü íå ìåíüøå, ÷åì log(px(n)).
Ïðåäåë limn→∞ 1n log(px(n)) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x è íàçûâàåò-
ñÿ å¼ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé (ñì. [21, 70℄); ìû îáîçíà÷àåì ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç Et(x).
Ýòî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ìåæäó 0 è 1, íåêîòîðûì îáðàçîì îïèñûâàþùåå, íàñêîëüêî
äåòåðìèíèðîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: ÷åì áëèæå Et(x) ê 0, òåì áîëåå äåòåðìèíèðîâàíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x è òåì ìåíåå õàîòè÷íà. Åñëè ïûòàòüñÿ îïðåäåëÿòü àíàëîãè÷íóþ
÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó â òåðìèíàõ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè, òî åñòåñòâåííûì âû-
áîðîì áóäåò Ek(x) = limn→∞ 1n max{K(u) : u ∈ Facn(x)}. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåÿñíî
äàæå, êîãäà ñóùåñòâóåò Ek(x), íî èç ëåìì 5.2.4 è 5.2.5 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå.
Òåîðåìà 5.2.6. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ÷èñëî Ek(x) ñóùåñòâóåò è ðàâ-
íî Et(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5.2.5 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
1
n
max{K(u) : u ∈ Facn(x)} >
1
n
log(px(n)), îòêóäà lim infn→∞ 1n max{K(u) : u ∈ Facn(x)} > Et(x).
Òåïåðü çàèêñèðóåì n. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C äëÿ ëþáîãîm > n äëÿ ëþ-





⌉ log(px(n))+Cm . Ñëåäîâàòåëüíî, lim supm→∞ 1m max{K(u) : u ∈ Facm(x)} 6 1n log(px(n))
äëÿ ëþáîãî n, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim supm→∞
1
m
max{K(u) : u ∈ Facm(x)} 6 Et(x).




max{K(u) : u ∈ Facn(x)} 6 Et(x). Ñëåäîâàòåëüíî, Ek(x) = Et(x).
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Ñëåäñòâèå 5.2.7. Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü x ñ âû÷èñëèìîé îöåíêîé ñâåðõó íà ðåãóëÿòîð ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè, òàêàÿ
÷òî Et(x) > α.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåîðåìû 5.2.3 ïîäõîäèò, ÷òî
ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.2.6.
Îäíàêî, ãèïîòåçà Ìó÷íèêà äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.
6. Àâòîìàòíûå è ìîðè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñî-
îòíîøåíèÿ ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòüþ
6.1. Àâòîìàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ëþáàÿ çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàïðèìåð, 3142857142857142 . . .
(öèðû äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 22/7) ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà ìàøèíîé ñ êîíå÷íîé ïà-
ìÿòüþ. Äîñòàòî÷íî èìåòü èíîðìàöèþ î ïðåäïåðèîäå è ïåðèîäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
â íàøåì ñëó÷àå 3 è 142857. È íàîáîðîò, ëþáàÿ ìàøèíà ñ êîíå÷íîé ïàìÿòüþ, ïå÷àòà-
þùàÿ ñèìâîëû êîíå÷íîãî àëàâèòà, ïîðîæäàåò çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, âî âðåìÿ å¼ ðàáîòû â êàêîé-òî ìîìåíò êîíèãóðàöèÿ
ìàøèíû ïîëíîñòüþ ñîâïàä¼ò ñ êàêîé-òî èç óæå âñòðå÷àâøèõñÿ, è òàê íà÷í¼òñÿ ïåðèîä
â âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Åñëè ðàçðåøèòü ìàøèíå îáðàùàòüñÿ ê ñèìâîëàì, íàïèñàííûì ðàíåå, êëàññ ïîðîæ-
äàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñóùåñòâåííî âîçðàñò¼ò. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
ïîðÿäîê, â êîòîðîì ðàíåå íàïèñàííûå ñèìâîëû ÷èòàþòñÿ ñíîâà, ïîëó÷àåì êëàññ àâòî-
ìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ââåä¼ííûé Êîáõýìîì â [71℄.
Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý Ìîðñà (ñì. ðàçäåë 1.3) t = 0110100110010110 . . .
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè íà n-ì ìåñòå ñòîèò 0, òî íà 2n-ì è (2n+1)-ì
áóäåò 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî, à åñëè íà n-ì ìåñòå 1, òî, íàîáîðîò, íà 2n-ì è (2n + 1)-ì
áóäåò 1 è 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Êîáõýì ââîäèò èåðàðõèþ íà àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, êàê äàëåêî íàäî çàãëÿäûâàòü íàçàä, ÷òîáû óçíàòü òåêóùèé ñèìâîë. Â k-àâòîìàòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ n-é ñèìâîë îïðåäåëÿåò, ÷òî ñòîèò íà ìåñòàõ kn, kn+1, kn+2, . . . , (k+
1)n− 1.
Áîëåå îðìàëüíî, àâòîìàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Íà ñàìîì äåëå, ìû äàäèì äàæå äâà (ýêâèâàëåíòíûõ) îïðåäåëåíèÿ.
àññìîòðèì êîíå÷íûé àâòîìàò, äåéñòâóþùèé íà ñëîâàõ â àëàâèòå Σk = {0, 1, . . . , k−
1}. Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ àâòîìàòà ñîîòâåòñòâóåò áóêâà â íåêîòîðîì äðóãîì àëàâèòå A
(ðàçíûì ñîñòîÿíèÿì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèíàêîâûå áóêâû). Àâòîìàò äåéñòâóåò òàê:
ïîëó÷àåò íà âõîä ñëîâî â àëàâèòå Σk, ïðîèçâîäèò âû÷èñëåíèÿ è âûäà¼ò òó áóêâó
àëàâèòà A, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäíåìó ñîñòîÿíèþ â âû÷èñëåíèè. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü x áóêâ àëàâèòà A íàçûâàåòñÿ k-àâòîìàòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
àâòîìàò âûøåóêàçàííîãî âèäà, êîòîðûé, áóäó÷è çàïóùåííûì íà ÷èñëå n, çàïèñàííîì
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â k-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, âûäà¼ò áóêâó x(n). Êîãäà ÿñíî èëè íåâàæíî, î êàêîì k
èä¼ò ðå÷ü, ïðèñòàâêó k- ìû áóäåì îïóñêàòü.
Òåïåðü îïèøåì äðóãîé ïîäõîä.
Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : A∗ → B∗ íàçûâàåòñÿ ìîðèçìîì (A, B  êîíå÷íûå
àëàâèòû), åñëè äëÿ ëþáûõ u, v ∈ A∗ âûïîëíåíî φ(uv) = φ(u)φ(v). ßñíî, ÷òî ìîð-
èçì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà îäíîáóêâåííûõ ñëîâàõ. Ìîðèçì
íàçûâàåòñÿ k-ðàâíîìåðíûì, åñëè |φ(a)| = k äëÿ âñåõ a ∈ A. 1-ðàâíîìåðíûé ìîðèçì
íàçûâàåòñÿ êîäèðîâàíèåì.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ìîðèçìû âèäà A∗ → A∗. Ïóñòü φ(s) = su äëÿ
íåêîòîðûõ s ∈ A, u ∈ A∗. Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m < n ñëîâî φn(s) íà÷èíà-
åòñÿ ñî ñëîâà φm(s), òàê ÷òî ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü φ∞(s) = limn→∞ φn(s) =
suφ(u)φ2(u)φ3(u) . . . Åñëè ∀n φn(u) 6= Λ, òî φ∞(s) áåñêîíå÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî ìîðèçì φ ïðîäîëæàåì íà s. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà h(φ∞(s)), ãäå h : A→ B 
êîäèðîâàíèå, íàçûâàþòñÿ ìîðè÷åñêèìè, âèäà φ∞(s)  ÷èñòî ìîðè÷åñêèìè.
Òåîðåìà 6.1.1 ([71, 40℄). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k-àâòîìàòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ìîðè÷åñêîé, ïîëó÷åííîé èç k-ðàâíîìåðíîãî ìîðèçìà.
Áëàãîäàðÿ òåîðåìå 6.1.1 ìû èìååì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî àâòîìàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü êîíå÷íî îïè-
ñàíà  äîñòàòî÷íî ëèáî çàäàòü êîíå÷íûé àâòîìàò, êîòîðûé å¼ ïîðîæäàåò, ëèáî çàäàòü
ïîðîæäàþùèé ðàâíîìåðíûé ìîðèçì, áóêâó, ñ êîòîðîé íàäî íà÷èíàòü èòåðèðîâàòü, è
êîäèðîâàíèå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî êîððåêòíî îðìóëèðîâàòü âîïðîñû î ðàçðåøèìî-
ñòè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Â êîíòåêñòå ýòîé ñòàòüè äëÿ íàñ íàèáîëåå èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñðàâíèâàòü
ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, áëèçêèõ ê ïåðèîäè÷åñêèì. ßñíî, íàïðè-
ìåð, ÷òî ñóùåñòâóþò ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ÿâëÿþùèåñÿ àâòî-
ìàòíûìè  ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíòèíóóì, â òî âðåìÿ êàê àâòî-
ìàòíûõ, î÷åâèäíî, ñ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî. È íàîáîðîò, ñóùåñòâóþò àâòîìàòíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
011010001000000010000000000000001. . . , ó êîòîðîé íà êàæäîì 2n-ì ìåñòå ñòîèò 1, à íà
îñòàëüíûõ 0, 2-àâòîìàòíà (ëåãêî ïîñòðîèòü àâòîìàò, îòäåëÿþùèé ÷èñëà âèäà 100. . . 0 â
äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ îò âñåõ îñòàëüíûõ), íî íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñâîéñòâà ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ àâ-
òîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îêàçûâàåòñÿ, íà íåãî ìîæíî îòâåòèòü ïîëîæèòåëüíî.
Òåîðåìà 6.1.2 ([72, 73℄). Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì, êîòî-
ðûé ïî àâòîìàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîé.
Áëèçêèìè ê ïåðèîäè÷åñêèì àâòîìàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî íàçâàòü è åù¼
ïî îäíîé ïðè÷èíå. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x íàçû-
âàåòñÿ òàêàÿ óíêöèÿ
p: N → N, ÷òî p(n) ðàâíî êîëè÷åñòâó ñëîâ äëèíû n, âõîäÿùèõ
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â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â àëàâèòå èç m ñèìâîëîâ ïîäñëîâ-
íàÿ ñëîæíîñòü ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ îò 1 äî mn. Êàê äîêàçàíî â [6℄ (ñì. ïðåäëîæå-
íèå 1.4.1), ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òîæå íå ñëèøêîì âåëèêà.
Òåîðåìà 6.1.3 ([71℄). Ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü àâòîìàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå áî-
ëåå ÷åì ëèíåéíà.
Òåì íå ìåíåå, òåîðåìà 6.2.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî àâòîìàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò
áûòü äîñòàòî÷íî äàëåêè îò ïåðèîäè÷åñêèõ.
Èíòåðåñíî òàêæå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè äëÿ àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé.
Òåîðåìà 6.1.4 ([71℄). Ìíîæåñòâî k-àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî ðàâíîìåðíûõ êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Î êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñì. ðàçäåë 2.3. (Òóò âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
àâòîìàòû â êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ è àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿõ èìåþò ðàçíûé ñìûñë.) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1.4 ìîæíî íàéòè òàêæå â [40℄.
6.2. Ìåðà àïåðèîäè÷íîñòè
Ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ñàìóþ ïðîñòóþ ñòðóêòóðó ñðåäè âñåõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä êîíå÷íûì àëàâèòîì, ïîýòîìó åñòåñòâåííî áûëî áû íàó÷èòüñÿ
èçìåðÿòü, íàñêîëüêî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàëåêà îò ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé. Â [74℄
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìåðû àïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íåîðìàëüíî, ìåðà àïå-
ðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  ýòî ìàêñèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî α, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñ ëþáûì ñâîèì íåòðèâèàëüíûì ñäâèãîì èìååò õîòÿ áû äîëþ α ðàçëè÷èé.
Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ îñíîâàíî íà äèñêðåòíîì àíàëîãå ðàññòîÿíèÿ
Áåçèêîâè÷à dB, èñïîëüçîâàííîì â [6℄ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî Áåçè-
êîâè÷ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñì. ñ. 5. Òîò æå ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí â [75℄ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ α-àïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïî ñóùåñòâó, â [75℄ áûëî çàìå÷åíî, â
íàøåé òåðìèíîëîãèè, ÷òî åñëè AM(x) > α äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, òî x íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè õîòÿ áû α/2 îò ëþáîé çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ dB.
Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 1), ÷òî ðàññòîÿíèå Áåçèêîâè÷à îïðåäåëÿåòñÿ êàê dB(x, y) =
lim inf 1
n
#{i : 0 6 i 6 n − 1, x(i) 6= y(i)}. Îïðåäåëèì ìåðó àïåðèîäè÷íîñòè AM(x) =
inf{dB(x, Lnx) : n > 1}, ãäå L îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ëåâîãî ñäâèãà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
AM(x)  ýòî ìàêñèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî îò 0 äî 1, ÷òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè x ñ ëþáûì å¼ ñîáñòâåííûì ñäâèãîì õîòÿ áû äîëÿ AM(x) ñèìâîëîâ
ðàçëè÷íû.
Îäíèì èç ìîòèâîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ïîíÿòèÿ ìåðû àïåðèîäè÷íîñòè ñòàëà ñëåäóþùàÿ
ãèïîòåçà Á. Äþðàíà è À. Øåíÿ: Äëÿ ëþáîãî α < 1 ñóùåñòâóåò àâòîìàòíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü x, òàêàÿ ÷òî AM(x) > α. Ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà â [74℄, ñì. òåîðåìó 6.2.5.
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Òåîðåìà 6.2.5 ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü êîíñòðóêöèþ ñèëüíî àïåðèîäè÷åñêîãî çàìîùåíèÿ
èç [75℄.
Êðîìå òîãî, ïîíÿòèå ìåðû àïåðèîäè÷íîñòè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî è ïðîñòî, ÷òîáû
ïðåäñòàâëÿòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x çàêëþ÷èòåëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì p,
òî dB(x, L
px) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, AM(x) = 0. Îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî  íåñëîæíî
ïðèâåñòè ïðèìåð àïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìåðà àïåðèîäè÷íîñòè êîòîðîé
ðàâíà 0. Òåì íå ìåíåå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åì ìåíüøå ÷èñëî AM(x), òåì áëè-
æå x ê ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â [74℄ äîêàçàíî, ÷òî AM(x) = 0, åñëè x 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòóðìà (òåîðåìà 6.2.4).
Åñëè â âûøåóïîìÿíóòîé ãèïîòåçå íå òðåáîâàòü àâòîìàòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
òî óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì.
Òåîðåìà 6.2.1 ([74℄). Ïóñòü x  ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àëàâèòå èç k
ñèìâîëîâ. Òîãäà AM(x) = 1
k
.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ èêñèðîâàííîãî àëàâèòà ìîæíî äàòü è âåðõíþþ îöåí-
êó íà ìåðó àïåðèîäè÷íîñòè.
Òåîðåìà 6.2.2 ([74℄). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì k ñèìâîëîâ,
òî AM(x) 6 1− 1
2k
.
Èíòåðåñíî òàêæå ïîñ÷èòàòü ìåðó àïåðèîäè÷íîñòè íåêîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Òåîðåìà 6.2.3 ([74℄). AM(t) = 1
3
.
Çàìåòèì, ÷òî ïî ñóùåñòâó â [6℄ áûëî äîêàçàíî AM(t) > 1/4.
Òåîðåìà 6.2.4 ([74℄). Åñëè x  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòóðìà, òî AM(x) = 0.
Òåïåðü ïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ àâòîìàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìåðîé àïåðèîäè÷-
íîñòè, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1.
Ïóñòü k > 3 è φ : {0, . . . , k − 1}∗ → {0, . . . , k − 1}∗  ìîðèçì, òàêîé ÷òî (φ(i))(j) =
i+ 1+ 2+ · · ·+ (j − 1) + j äëÿ 0 6 i, j 6 k− 1, ãäå + âñåãäà áåð¼òñÿ ïî ìîäóëþ k, à u(i)
îáîçíà÷àåò i-é ñèìâîë êîíå÷íîãî ñëîâà u. Ïîëîæèì xk = φ
∞(0). Íàïðèìåð, åñëè k = 5,






è x5 = 013101242134143124210131012421 . . .
Ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [74℄), ÷òî åñëè k ïðîñòîå, òî AM(xk) = 1 − 2k . Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 6.2.5 ([74℄). Äëÿ ëþáîãî α < 1 ñóùåñòâóåò àâòîìàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü x, òàêàÿ ÷òî AM(x) > α.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì èíòåðåñíûå îòêðûòûå âîïðîñû î ìåðå àïåðèîäè÷íîñòè áåñ-
êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ïðîáëåìà 16. 1) Äëÿ êàæäîãî k > 2 êàêîâî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå AM(x) äëÿ x â
àëàâèòå èç k ñèìâîëîâ (èíòåðåñíî ñðàâíèòü òåîðåìó 6.2.1 ñ òåîðåìîé 6.2.2)? Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ðàâíî 1− 1
k
.
2) Äëÿ êàæäîãî k > 2 êàêîâî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå AM(x) äëÿ àâòîìàòíûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé x â àëàâèòå èç k ñèìâîëîâ?
3) Äëÿ êàæäîãî k > 2 êàêîâî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå AM(x) äëÿ k-àâòîìàòíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé x?
Ïðîáëåìà 17. Äëÿ êàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x ìîæíî âçÿòü ïðåäåë âìåñòî âåðõíåãî
ïðåäåëà â âûðàæåíèè dB(x, L
nx) = lim sup 1
m
#{i ∈ [m − 1] : x(i) 6= x(i + n)}, òî åñòü
êîãäà ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò? Â ÷àñòíîñòè, âåðíî ëè ýòî äëÿ àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé? Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò äëÿ n = 1, òî îí ñóùåñòâóåò
äëÿ âñåõ n?
Ïðîáëåìà 18. Ïîñ÷èòàéòå ìåðó àïåðèîäè÷íîñòè äðóãèõ èçâåñòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé è êëàññîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ò¼ïëèöà (ñì. ðàç-
äåë 7.4), êàêèõ-íèáóäü àâòîìàòíûõ è ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. ðàçäå-
ëû 6.1 è 6.3), êàêèõ-íèáóäü îáîáùåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà (ñì. ðàçäåë 1.4),
è ò. ä.
6.3. Ìîðè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Â ðàçäåëå 6.1 ìû ââåëè ïîíÿòèå àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäèí èç ñïîñîáîâ èõ
îïðåäåëèòü èñïîëüçóåò ìîðè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæä¼ííûå ðàâíîìåðíûìè
ìîðèçìàìè. Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîðè÷åñêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæä¼ííûå ìîðèçìàìè ïðîèçâîëüíîãî âèäà.
Êëàññ ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, î÷åâèäíî, øèðå êëàññà àâòîìàòíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è f = 0100101001001 . . . (ñì.
ðàçäåë 1.4) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìîðè÷åñêîé, ïîðîæä¼ííîé ìîðèçìîì 0 → 01, 1 → 0, íî
íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíîé.
ßñíî òàêæå, ÷òî êëàññ ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàõîäèòñÿ â îáùåì ïî-
ëîæåíèè ñ êëàññîì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Êàê è â ðàçäåëå 6.1
(ñì. òåîðåìó 6.1.2), âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïî÷òè ïåðèîäè÷íî-
ñòè äëÿ ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð
íå ðåøåíà.
èïîòåçà 19. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
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Â îäíîì èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ  ñëó÷àå àâòîìàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé  îòâåò
íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïîëîæèòåëüíûé (òåîðåìà 6.1.2). Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé è â
äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ÷èñòî ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Òåîðåìà 6.3.1 ([72, 73℄). Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì, êîòî-
ðûé ïî ÷èñòî ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêîé.
Âî ìíîãîì ñâîéñòâà ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîùå ñâîéñòâ ïî÷òè ïåðè-
îäè÷åñêèõ. Íàïðèìåð, ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà
ðàçðåøèìà (î ìîíàäè÷åñêèõ òåîðèÿõ ñì. ðàçäåë 3.1).
Òåîðåìà 6.3.2 ([57℄). Ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçðå-
øèìà.
Òåîðåìà 6.3.2 ñîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà â [57℄, îäíàêî íåñëîæíî ñëåäóåò è èç áîëåå
ðàííèõ ðåçóëüòàòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â [76℄ äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 6.3.3 ([76℄). Êëàññ ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàìêíóò îòíîñèòåëü-
íî êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Î êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñì. ðàçäåë 2.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.3.3
ìîæíî íàéòè òàêæå â [40℄. Èç äîêàçàòåëüñòâà íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ýòîé
òåîðåìû ýåêòèâíî, òî åñòü ïî êîíå÷íî-àâòîìàòíîìó ïðåîáðàçîâàòåëþ M è îïèñàíèþ
ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè M(x). ßñíî òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò (ïîëèíîìèàëüíûé) àëãîðèòì, êîòîðûé ïî
ëþáîìó ñèìâîëó è ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåò, âõîäèò ëè ýòîò ñèìâîë
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç (äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [73℄).
Èç ýòîãî ñëåäóåò (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïîëó÷àåòñÿ â 3.1 äëÿ îáîáù¼ííî ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), ÷òî ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîðè÷åñêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðàçðåøèìà.
Òàêæå èíòåðåñíî ïîíÿòü, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ïîäñëîâíóþ ñëîæíîñòü ìîðè÷å-
ñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ñåðèè ðàáîò, çàâåðøàþùåéñÿ ðàáîòîé [77℄, äîêàçàíî, ÷òî
ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ÷èñòî ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü
îäíîé èç ïÿòè ñëåäóþùèõ àñèìïòîòèê: O(1), Θ(n), Θ(n log log n), Θ(n logn), Θ(n2). Ïðî
ïîäñëîâíóþ ñëîæíîñòü ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî âèäà äîëãîå
âðåìÿ áûëî íè÷åãî íåèçâåñòíî. Â [78℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ìîðè÷å-
ñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòüþ âèäà Θ(n1+
1
k ) äëÿ êàæäîãî k ∈ N.
Íàêîíåö, â [79℄ ñîðìóëèðîâàíî è â [80℄ áóäåò äîêàçàíî ñëåäóþùåå.
Òåîðåìà 6.3.4 ([79, 80℄). Ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: O(n logn), Θ(n1+
1
k ) äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N. Êàæäûé
èç óêàçàííûõ êëàññîâ íåïóñò.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ âîçìîæíûõ àñèìïòîòèê ïîäñëîâíîé ñëîæ-
íîñòè ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ïîäðîáíåå ñî ñëó÷àåì
O(n logn). Ìîæíî ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.
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èïîòåçà 20 ([79, 80℄). Ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìå-
åò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: O(1), Θ(n), Θ(n log log n), Θ(n log n), Θ(n1+
1
k ) äëÿ íåêî-
òîðîãî k ∈ N. Êàæäûé èç óêàçàííûõ êëàññîâ íåïóñò.
Îêàçûâàåòñÿ, ïðî ïîäñëîâíóþ ñëîæíîñòü ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî
ñêàçàòü ãîðàçäî áîëüøå, åñëè íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.
Òåîðåìà 6.3.5 ([73℄). Ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ìîðè÷åñêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íå áîëåå ÷åì ëèíåéíà.
Ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 6.4.4.
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.3.5 ñîäåðæèòñÿ â íåñêîëüêèõ ñëåäóþùèõ ëåììàõ.
Âèäèìî, êëþ÷åâîé íóæíî ñ÷èòàòü ëåììó 6.3.10. Äðóãèå âàæíûå âñïîìîãàòåëüíûå ëåì-
ìû  ýòî ëåììû 6.3.6 è 6.3.8. Ëåììû 6.3.7 è 6.3.9 òåõíè÷åñêèå.
Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïëàíà äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ îïðå-
äåëåíèé. Ïóñòü φ : A∗ → A∗  íåêîòîðûé ìîðèçì. Íàçîâ¼ì åãî ïðèìèòèâíûì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî äëÿ âñåõ a, b ∈ A ñëîâî φn(a) ñîäåðæèò b. Ñëîâî w ∈ A∗ íàçûâàåòñÿ
φ-îãðàíè÷åííûì, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ñëîâ (w, φ(w), φ2(w), φ3(w), . . . ) ïå-
ðèîäè÷íà ñ íåêîòîðîãî ìåñòà. Ñëîâî w ∈ A∗ íàçûâàåòñÿ φ-âîçðàñòàþùèì, åñëè |φn(w)| →
∞ ïðè n→∞. ßñíî, ÷òî êàæäîå ñëîâî èç A∗ ëèáî φ-îãðàíè÷åííîå, ëèáî φ-âîçðàñòàþùåå.
Ìîðèçì φ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùèì, åñëè |φ(a)| ≥ 2 äëÿ ëþáîãî a ∈ A.
Ëåììà 6.3.6. Ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ÷èñòî ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-
ðîæä¼ííîé ïðèìèòèâíûì ìîðèçìîì, íå áîëåå ÷åì ëèíåéíà.
Ëåììà 6.3.6 â ÿâíîì âèäå äîêàçàíà â [81℄ èëè â [40℄ (òåîðåìà 10.4.12), íî òàêæå
ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [77℄.
Ëåììà 6.3.7. Ïóñòü A, B  êîíå÷íûå àëàâèòû, f : A∗ → B∗  íåñòèðàþùèé ìîð-
èçì, è ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà f(a) ïî âñåì a ∈ A ðàâíà M . Òîãäà pf(x)(n) 6
Mpx(n) äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ AN è n ∈ N.
Ëåììó 6.3.7 ìîæíî íàéòè â [40℄ (òåîðåìà 10.2.4).
Ëåììà 6.3.8 ([77℄). Ïóñòü A  êîíå÷íûé àëàâèò, s ∈ A, è φ : A∗ → A∗  ìîðèçì,
ïðîäîëæàåìûé íà s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ φ-îãðàíè÷åííûõ
ïîäñëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φ∞(s) êîíå÷íî. Òîãäà φ∞(s) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
êàê îáðàç ïîä äåéñòâèåì íåñòèðàþùåãî ìîðèçìà ÷èñòî ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ïîðîæä¼ííîé âîçðàñòàþùèì ìîðèçìîì.
Ëåììà 6.3.9. Ïóñòü B  êîíå÷íûé àëàâèò, φ : B∗ → B∗  âîçðàñòàþùèé ìîðèçì.
Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n è òàêàÿ áóêâà t ∈ B, ÷òî ìîðèçì φn ïðîäîëæàåì
íà t.
Ëåììà 6.3.10. Äëÿ êàæäîé ÷èñòî ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, ïîðîæä¼ííîé
âîçðàñòàþùèì ìîðèçìîì, ñóùåñòâóåò ÷èñòî ìîðè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y,
ïîðîæä¼ííàÿ ïðèìèòèâíûì ìîðèçìîì, òàêàÿ ÷òî Fac(y) ⊆ Fac(x).
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Ïðè ïîìîùè óêàçàííûõ ëåìì ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó 6.3.5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû è äîêàçàòåëüñòâà ëåìì ìîæíî íàéòè â [73℄.
Â äàëüíåéøåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå ïîäñëîâíîé ñëîæ-
íîñòè ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â òîì ÷èñëå ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñ ðàçíûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
6.4. Íîðìàëüíûå ÷èñëà è ãèïîòåçà Áîðåëÿ
Ïðîáëåìà 21. àññìîòðèì äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà
√
2 êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ
êîíå÷íîãî àëàâèòà. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé? ßâëÿ-
åòñÿ ëè îíà ìîðè÷åñêîé? Àâòîìàòíîé?
Ïî âñåé âèäèìîñòè, ïðîáëåìà 21 î÷åíü ñëîæíàÿ. Íèæå äàíû íåêîòîðûå ïðè÷èíû â
ïîäòâåðæäåíèå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â èçëîæåíèè ýòîãî ðàçäåëà ìû â îñíîâíîì ñëåäóåì
îáçîðíîé ñòàòüå [82℄. Äëÿ íåêîòîðûõ òåîðåì ìû ïðèâîäèì óïðîù¼ííûå îñëàáëåííûå
îðìóëèðîâêè. Ïîäðîáíåå ñì. [82℄.
Äëÿ ïðîñòîòû âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü ëåæàùèìè íà
èíòåðâàëå [0, 1). Ïóñòü x äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, b ∈ N. Çàïèøåì x â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ
ñ îñíîâàíèåì b: x = 0,x(0)x(1)x(2) . . . . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(0)x(1)x(2) . . . â àëàâèòå
Σb = {0, 1, . . . , b− 1} îáîçíà÷èì òîãäà xb.
Íàçîâ¼ì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x íîðìàëüíûì, åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: äëÿ ëþáîãî b ∈ N âñå ñëîâà äëèíû n â àëàâèòå Σb âõîäÿò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xb áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé 1/b
n
. Áîðåëü äîêàçàë, ÷òî ïî÷òè âñå (ïî
ìåðå Ëåáåãà) äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè [83℄. Òàêèì îáðàçîì, íîð-
ìàëüíîñòü ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ñâîéñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå ñëó÷àéíî
âçÿòîå ÷èñëî.
Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ öåëûìè êîýèöèåíòàìè. Âåðíî
ëè, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà íå ñëó÷àéíû? Áîðåëü ïðåäïîëîæèë, ÷òî íåò, â ñëåäóþùåì
ñìûñëå.
èïîòåçà 22 ([84℄). Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íûì.
Ýòà ãèïîòåçà ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ íåäîêàçàííîé. Â ÷àñòíîñòè, èç ãèïîòåçû Áîðåëÿ
ñëåäóåò, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà
√
2 (êàê è çàïèñü ïî ëþáîìó îñíîâàíèþ, áîëüøåìó
1, ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà) íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé.
Íî äîêàçàòü ýòî, ïî âñåé âèäèìîñòè, äîâîëüíî ñëîæíî.
Íå äîêàçàí è ñëåäóþùèé, áîëåå ñëàáûé âàðèàíò ãèïîòåçû Áîðåëÿ.
èïîòåçà 23. Äëÿ ëþáîãî b > 3 è ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x
êàæäûé ñèìâîë àëàâèòà Σb âõîäèò â xb õîòÿ áû îäèí ðàç.
Òàêæå íå èçâåñòíî íè îäíîãî ÿâíîãî ïðèìåðà òðîéêè x, a, b, ãäå x  àëãåáðàè÷åñêîå
èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, b  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a ∈ Σk, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî a âõîäèò â xb áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.
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Ïî âñåé âèäèìîñòè, ãèïîòåçà Áîðåëÿ î÷åíü ñëîæíà. Îäíàêî ìîæíî ïûòàòüñÿ äëÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äîêàçûâàòü, ÷òî íè îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç ýòîãî êëàññà íå ìîæåò áûòü çàïèñüþ àëãåáðàè÷åñêîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà. Ñëå-
äóþùàÿ îñëàáëåííàÿ îðìóëèðîâêà ãèïîòåçû Áîðåëÿ òàêæå íå äîêàçàíà. Íàïîìíèì,
÷òî
py îáîçíà÷àåò ïîäñëîâíóþ ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y.




. Ïóñòü x  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, b ∈ N è pxb(n) < bn. Òîãäà x ðàöèî-
íàëüíî èëè òðàíñöåíäåíòíî.
Äàæå è ýòà ãèïîòåçà, ïî âñåé âèäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé. Èçâåñòíû ñëåäó-
þùèå ãîðàçäî áîëåå ñëàáûå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 6.4.1 ([85℄). Ïóñòü x  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè x2 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ Øòóðìà, òî x òðàíñöåíäåíòíî.
Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, äâîè÷íàÿ çàïèñü
√
2 íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþØòóð-
ìà. Âïîñëåäñòâèè áûëî ïîëó÷åíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 6.4.2 ([86℄). Ïóñòü x  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, b ∈ N è pxb(n) = O(n). Òîãäà
x ðàöèîíàëüíî èëè òðàíñöåíäåíòíî.
Îòñþäà àâòîðû ñðàçó ïîëó÷àþò òàêîå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå 6.4.3. Ïóñòü x  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, b ∈ N, è xb  àâòîìàòíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà x ðàöèîíàëüíî èëè òðàíñöåíäåíòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1.3 è òåîðåìû 6.4.2.
Ìû æå òåïåðü ìîæåì ïîëó÷èòü è åù¼ îäíî ëþáîïûòíîå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå 6.4.4. Ïóñòü x  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, b ∈ N, è xb  ìîðè÷åñêàÿ
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà x ðàöèîíàëüíî èëè òðàíñöåíäåíòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.3.5 è òåîðåìû 6.4.2.
Â [86℄ òàêæå îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.
èïîòåçà 25. Ïóñòü x  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, b ∈ N è xb  ìîðè÷åñêàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü. Òîãäà x ðàöèîíàëüíî èëè òðàíñöåíäåíòíî.
×àñòíûå ñëó÷àè ýòîé ãèïîòåçû äîêàçàíû â [86℄, îäèí èç òàêèõ ñëó÷àåâ  ñëåä-
ñòâèå 6.4.3 (êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà âîïðîñ Êîáõýìà èç [87℄). Ñóùåñòâåííîå
ïðîäâèæåíèå â ýòîé ãèïîòåçå (â ÷àñòíîñòè, ïîêðûâàþùåå ðåçóëüòàò ñëåäñòâèÿ 6.4.4)
ïîëó÷åíî â [88℄.
È íàêîíåö, ñàìûì ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì â ýòîé ñåðèè íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèé.
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Òåîðåìà 6.4.5 ([89℄). Ïóñòü x  äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, b ∈ N è pxb(n) = O(n(logn)θ)
äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà θ < 1/11. Òîãäà x ðàöèîíàëü-
íî èëè òðàíñöåíäåíòíî.
Âèäíî, ÷òî îí åù¼ ïî-ïðåæíåìó î÷åíü äàë¼ê îò ãèïîòåçû Áîðåëÿ.
7. Áëèçîñòü ê ïåðèîäè÷íîñòè: àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ãîâîðèì î íåñêîëüêî ìåíåå èçâåñòíûõ è ìåíåå èçó÷åííûõ, íî òàêæå
èíòåðåñíûõ âàðèàíòàõ ïîíÿòèé, îáîáùàþùèõ ïîíÿòèå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.
7.1. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Â [90, 91℄ áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ èäåÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷íîñòè. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êîíå÷íîå ñëîâî w ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäîì x (êîíå÷íîãî ñëîâà èëè áåñêî-
íå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), åñëè êàæäóþ ïîçèöèþ â x ìîæíî ïîêðûòü âõîæäåíèåì w
â x. Áîëåå îðìàëüíî, äëÿ êàæäîãî i : 1 6 i 6 |x| íàéäóòñÿ k, l : k 6 i 6 l, òàêèå ÷òî
x[k, l] = w (äëÿ áåñêîíå÷íîãî x ìîæíî ïîëîæèòü |x| =∞).
Êîíå÷íîå ñëîâî êâàçèïåðèîäè÷íî, åñëè ó íåãî åñòü õîòÿ áû îäèí êâàçèïåðèîä, îò-
ëè÷íûé îò íåãî ñàìîãî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëîâî íàçûâàþò ìèíèìàëüíûì (èëè â [92℄
ñóïåðïðèìèòèâíûì). Ó êàæäîãî êîíå÷íîãî ñëîâà åñòü ðîâíî îäèí ìèíèìàëüíûé êâàçè-
ïåðèîä (ñì. [92℄).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ó íå¼ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
îäèí êâàçèïåðèîä. Êëàññ âñåõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èìQP .
Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ìèíèìàëüíûõ êâàçèïåðè-
îäîâ (íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è, ñì. [92℄). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áåñêî-
íå÷íûì êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ êâàçèïåðèîäîâ íàçîâ¼ì ìóëüòè-êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè
(multi-sale quasiperiodi, ñì. [93℄). Êëàññ ìóëüòè-êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé îáîçíà÷èì MQP . ßñíî òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîîáùå áåç
êâàçèïåðèîäîâ. Êàê ïîêàçàíî â [92℄, ëþáàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ: äëÿ
êàæäîãî n ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé ðîâíî n ìèíèìàëüíûõ êâà-
çèïåðèîäîâ.
Îïðåäåëåíèå êâàçèïåðèîäè÷íîñòè, íåñìîòðÿ íà ñâîþ åñòåñòâåííîñòü, áûëî âïåðâûå
ðàññìîòðåíî îòíîñèòåëüíî íåäàâíî. Â [90℄ ïîÿâèëîñü îïðåäåëåíèå äëÿ êîíå÷íûõ ñëîâ,
êîòîðîå çàòåì áûëî ðàñøèðåíî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â [91℄. Òàì æå ïîñòàâëåíû ðàç-
ëè÷íûå îòêðûòûå âîïðîñû. Â [92℄ àâòîðû ïîëó÷àþò îòâåòû íà íåêîòîðûå èç íèõ. Â [94℄
îíè ïîëó÷àþò ïîëíîå îïèñàíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà. Â
ðàáîòå [93℄ ðàññìîòðåíî ïîíÿòèå ìóëüòè-êâàçèïåðèîäè÷íîñòè. Âîò, ïîæàëóé, ïðàêòè÷å-
ñêè ïîëíûé ñïèñîê ðàáîò î êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.
Îêàçûâàåòñÿ, êëàññ QP íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ñ êëàññîì AP. Íåðàâåíñòâî
QP \ AP 6= ∅ î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, â QP ëåæèò ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòü èç 0 è 1, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ 1 è íå ñîäåðæàùàÿ 00 è 111 (ñ êâàçèïåðèî-
äîì 101), è, î÷åâèäíî, ñðåäè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü íå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå.
Íåðàâåíñòâî AP \ QP 6= ∅ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [92℄, ãäå àâòîðû ïðèâîäÿò ïðèìåðû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà, íå ÿâëÿþùèõñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè (â îòâåò íà âîïðîñ
èç [91℄).
Òàêèì îáðàçîì, êâàçèïåðèîäè÷íîñòü è ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòü  ïðèíöèïèàëüíî ðàç-
íûå ïîäõîäû ê îáîáùåíèþ ïåðèîäè÷íîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ñòèìóëîì ê
èçó÷åíèþ íîâîãî êëàññà êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. ßñíî îäíàêî, ÷òî
èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå MQP ⊆ AP, à òàêæå íåâûðîæäåííîñòü P ( MQP (ñì. [93℄;
èç ðåçóëüòàòîâ îòòóäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî êëàññ MQP êîíòèíóàëåí). Òàêèì îáðàçîì,
íåêîòîðàÿ ñâÿçü ìåæäó ïî÷òè ïåðèîäè÷íîñòüþ è êâàçèïåðèîäè÷íîñòüþ (ïðàâäà, óæå
óòî÷í¼ííîé) âñ¼ æå åñòü. Íåðàâåíñòâî MQP ( AP ñðàçó ñëåäóåò èç õàðàêòåðèçàöèè
ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà x ∈MQP: lim infn→∞ px(n)n2 6 1 (ñì. [93℄).
Êàê ïîêàçàíî â [93℄, ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé àñèìïòîòè÷åñêè ìîæåò áûòü ïî÷òè ïðîèçâîëüíîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè
ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â [92℄ ïðèâåä¼í íåñëîæíûé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðîé
ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíà, ñ îñíîâàíèåì ýêñïîíåíòû ïðèìåðíî 1,32. Îñòà-
¼òñÿ îòêðûòûì ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Ïðîáëåìà 26. Êàêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ìîæåò áûòü ó
êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?
Ïðî äâà âîïðîñà èç [91℄ àâòîðû [92℄ ïèøóò, ÷òî îíè íóæäàþòñÿ â áîëåå òî÷íîé îð-
ìóëèðîâêå, ïîñêîëüêó â íèõ èä¼ò ðå÷ü î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, â êîòîðûõ âñå àêòîðû
êâàçèïåðèîäè÷íû, íî ÿñíî, ÷òî ñëîâî äëèíû 1 íèêîãäà íå êâàçèïåðèîäè÷íî. Âîïðîñ 6
(Ñóùåñòâóåò ëè íåêâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé âñå àêòîðû êâà-
çèïåðèîäè÷íû?) ïåðåîðìóëèðóåòñÿ òàê: ìîæíî ëè íàéòè íå êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîé íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïðå-
èêñîâ? Â [92℄ íà íåãî äà¼òñÿ ïîëîæèòåëüíûé îòâåò.
Â êîíòåêñòå íàñòîÿùåé ñòàòüè åñòåñòâåííî çàäàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Ïðîáëåìà 27. 1) Âåðíî ëè, ÷òî êëàññ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çà-
ìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé?
2) Åñëè îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé, òî ìîæíî ëè ýòî äîêàçàòü â
êàêîì-íèáóäü ñìûñëå ýåêòèâíî è ïîëó÷èòü êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè÷åñêîé
òåîðèè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. ðàçäåë 3)?
7.2. àçðåæåííûå ïåðèîäè÷íîñòè
Â [95℄ ïðåäëîæåí ëþáîïûòíûé ïîäõîä ê îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷íîñòè, ñõîäíûé
ñ òåì, êîòîðûé èçëîæåí â ðàçäåëå 7.1. Áîëåå îáùî, âîïðîñû çàìîùåíèÿ áåñêîíå÷íîé
êëåò÷àòîé ïîëîñêè èëè ìíîãîìåðíûõ êëåò÷àòûõ ïðîñòðàíñòâ êëåò÷àòûìè èãóðêàìè
ìíîãî è àêòèâíî èçó÷àëèñü, íî â òàêîì êîíòåêñòå, âèäèìî, íå ðàññìàòðèâàëèñü.
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Íàçîâ¼ì øàáëîíîì ñëîâî â àëàâèòå A ∪ {}, ãäå  /∈ A îçíà÷àåò äëÿ íàñ ïðîáåë,
ïðîïóñê. Êîíå÷íîå ñëîâî u ∈ A∗ íàçîâ¼ì ðàçðåæåííî ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè íàéä¼òñÿ
òàêîé øàáëîí v, ÷òî åãî êîïèÿìè ìîæíî ïîêðûòü âñ¼ ñëîâî u, ïðè÷¼ì êàæäûé ñèìâîë
ïîêðûò ðîâíî îäèí ðàç; ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè íàëîæåíèè øàáëîíà íà ñëîâî
ñèìâîë  íå ïîêðûâàåò íàõîäÿùèéñÿ ïîä íèì ñèìâîë. Íàïðèìåð, ñëîâî 0011 ìîæíî
ïîêðûòü øàáëîíîì 01.
Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ïåðèîäè÷íîñòè, áûâàþò ñëîâà ñ íåñêîëüêèìè íåñðàâíèìûìè
ðàçðåæåííûìè ïåðèîäàìè (åñëè ñðàâíèâàòü ïî âëîæåííîñòè)  â [95℄ ïðèâîäèòñÿ êðàò-
÷àéøèé èçâåñòíûé ïðèìåð òàêîãî ñëîâà èç 24 ñèìâîëîâ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî íàéòè
ñâÿçü ìåæäó îáû÷íûì ïåðèîäîì è ðàçðåæåííûì: ìèíèìàëüíûé ðàçðåæåííûé ïåðèîä
ñëîâà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìèíèìàëüíûì ðàçðåæåííûì ïåðèîäîì åãî ìèíèìàëüíîãî íàñòî-
ÿùåãî ïåðèîäà. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíà êëàññèèêàöèÿ âñåõ ðàçðåæåííûõ ïåðèîäîâ
ñëîâà è ïîëó÷åíà ðåêóðñèâíàÿ îðìóëà äëÿ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ðàçðåæåííûõ
ïåðèîäîâ äëÿ ñëîâ äëèíû n. Íàêîíåö, ïîëó÷åí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ
ïåðèîäîâ ñëîâà äëèíû n, âðåìÿ ðàáîòû O(n log(n) log log(n)).
Â êîíöå ðàáîòû [95℄ ïðèâåäåíî íåñêîëüêî îòêðûòûõ âîïðîñîâ. Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ,
íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.
Ïðîáëåìà 28 ([95℄). Ïðåäëîæèòü åñòåñòâåííûé ñïîñîá îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ÷èñòîé
(pure) ðàçðåæåííîé ïåðèîäè÷íîñòè (ïî àíàëîãèè ñ pure è ultimate (çàêëþ÷èòåëüíîé)
ïåðèîäè÷íîñòüþ). Ýòî ìîæåò ïîìî÷ü îïèñàòü ðåãóëÿðíîñòè â áîëüøåì êîëè÷åñòâî ñëîâ
è ïîëó÷èòü íîâûå àëãîðèòìû êîìïðåññèè.
Äëÿ íàñ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå íåãàòèâíîãî õàðàê-
òåðà: ïðè ïðÿìîì îáîáùåíèè ïîíÿòèÿ ðàçðåæåííîé ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê ñëåäóåò,
íàïðèìåð, èç òåîðåìû 2 ðàáîòû [96℄.
Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ ñëåäóþùàÿ
Ïðîáëåìà 29. Ïðåäëîæèòü íåòðèâèàëüíûé ñïîñîá îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ðàçðåæåííîé
ïåðèîäè÷íîñòè íà áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûé ïîçâîëèò ïîëó÷èòü äëÿ
íèõ êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè èëè òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
7.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîëàêîñêè è ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðó-
åìûå ìîðèçìû
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîëàêîñêè  îäíà èç ñàìûõ çàãàäî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â
êîìáèíàòîðèêå ñëîâ, ïðî íå¼ åñòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî îòêðûòûõ âîïðîñîâ.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîëàêîñêè òàê. Ýòî áåñêîíå÷íàÿ âïðàâî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç 1 è 2, ïðè÷¼ì åñëè çàïèñàòü äëèíû áëîêîâ èç ïîäðÿä èäóùèõ
îäèíàêîâûõ ñèìâîëîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ñàìà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîëàêîñêè íà÷èíàåòñÿ êàê
k = 2, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 2, . . .
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Ñíà÷àëà èä¼ò áëîê èç 2 äâîåê, ïîòîì 2 åäèíèöû, 1 äâîéêà, 1 åäèíèöà, 2 äâîéêè, è ò. ä.
Ìîæíî íà÷àòü çàïèñûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîëàêîñêè è ñ 1, ðóêîâîäñòâóÿñü òåì æå
ñàìûì îïðåäåëåíèåì, íî òîãäà ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1k.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k âïåðâûå ïîÿâèëàñü â çàìåòêå Êîëàêîñêè [97℄. Â [98℄ îí äîêà-
çûâàåò, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ïåðèîäè÷åñêàÿ. Ñì. òàêæå [99℄.
ëàâíàÿ ãèïîòåçà ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
èïîòåçà 30. ×àñòîòà ñèìâîëà 1 (à çíà÷èò, è ñèìâîëà 2) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k
ðàâíà 1/2.
Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, âåðíî ëè ýòî. Áîëåå òîãî, íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè âîîáùå
÷àñòîòà 1, ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî åñëè îíà ñóùåñòâóåò, òî îáÿçàòåëüíî ðàâíà 1/2. Êîì-
ïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçó î ÷àñòîòå 1/2. Áîëåå òîãî, åñëè on 
êîëè÷åñòâî åäèíèö â íà÷àëüíîì îòðåçêå k äëèíû n, òî êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî, ñêîðåå âñåãî, on = 0,5n + O(logn) (ñì. [100℄), â òî âðåìÿ êàê äëÿ
ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî áûëî áû óòâåðæäàòü ëèøü on = 0,5n+O(
√
n).
Ïðîáëåìà 31. 1) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè êàêîå-òî ñëîâî âõîäèò â k (íàïðèìåð, 22112), òî
îíî âõîäèò åù¼ õîòÿ áû ðàç?
2) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè êàêîå-òî ñëîâî âõîäèò â k, òî âõîäèò è ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç ýòîãî
çàìåíîé 1 íà 2 è 2 íà 1?
3) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè êàêîå-òî ñëîâî âõîäèò â k, òî âõîäèò è ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç ýòîãî,
åñëè åãî çàïèñàòü çàäîì íàïåð¼ä?
Îòâåòû íà âñå ýòè âîïðîñû íåèçâåñòíû (ñì. [101, 102℄). Â ÷àñòíîñòè, íåèçâåñòíî,
ÿâëÿåòñÿ ëè k ðåêóððåíòíîé èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî èç ðåêóð-
ðåíòíîñòè k ñëåäîâàëî áû ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòîòû 1 â íåé. Íåèçâåñòíà è ïîäñëîâíàÿ
ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîëàêîñêè.
Ê ýòîé ñåðèè îòêðûòûõ è, ïî âñåé âèäèìîñòè, äîâîëüíî ñëîæíûõ ïðîáëåì ìû äîáà-
âèì òàêóþ.
Ïðîáëåìà 32. àçðåøèìà ëè (ìîíàäè÷åñêàÿ èëè ïåðâîãî ïîðÿäêà) òåîðèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè k?
Ôîðìàëüíî èç ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè÷åñêîé òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîëàêîñêè
íå ñëåäóåò îòâåò íà ñëîæíûå îòêðûòûå âîïðîñû, ïðèâåä¼ííûå âûøå. Ýòî ìîæåò ÿâëÿòü-
ñÿ àðãóìåíòîì çà òî, ÷òî ïðîáëåìà 32 ïðîùå. Îäíàêî åñëè äîêàçàòü, ÷òî ìîíàäè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k ðàçðåøèìà, ýòî äàëî áû âîçìîæíîñòü äëÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäîâàëî áû ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, êî-
òîðûé ïî êàæäîìó ñëîâó ïðîâåðÿåò, âõîäèò ëè îíî â k, âõîäèò ëè îíî â k áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðàç, è ò. ï.
Òåì íå ìåíåå êîå-÷òî ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîëàêîñêè èçâåñòíî. Êàê óæå áûëî
îòìå÷åíî âûøå, îíà íå ïåðèîäè÷åñêàÿ. Êðîìå òîãî, îíà íå ñîäåðæèò êóáîâ, à êâàä-
ðàòû, êîòîðûå â íå¼ âõîäÿò, èìåþò äëèíó 2, 4, 6, 18 èëè 54 (ñì. [103℄). Êðîìå òîãî,
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîëàêîñêè íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìîðè÷åñêîé [104℄. ßâëÿåòñÿ ëè îíà
ìîðè÷åñêîé, íåèçâåñòíî (ïðî ìîðè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñì. ðàçäåëû 6.1, 6.3).
Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîëàêîñêè ìîæåò
ñòàòü äåòàëüíîå èçó÷åíèå îäíîãî èç ìåòîäîâ, êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü ýòó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ÿâëÿþùåãîñÿ îáîáùåíèåì ìîðè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé  ïåðèîäè÷å-
ñêè àëüòåðíèðóåìûå èòåðèðóåìûå ìîðèçìû (ââåäåíî â ðàáîòå [105℄).
Ïóñòü H = {h0, h1, . . . , hp−1}  ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî íåñòèðàþùèõ ìîðèçìîâ
A∗ → A∗. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå H íà ñëîâå a0a1 . . . an ∈ A∗ êàê
H(a0a1 . . . an) = α0α1 . . . αn, ãäå αi = hk(ai), k ≡ i (mod p).
Åñëè äëÿ êàêîé-òî áóêâû s ñëîâî H(s) íà÷èíàåòñÿ ñ s, òî ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü H∞(s) = limn→∞Hn(s). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîðîæäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè h0, h1, . . . , hp−1.
ßñíî, ÷òî âñå ÷èñòî ìîðè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðîæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè
àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè, òî÷íåå, îäíèì ìîðèçìîì. àññìîòðèì ìåíåå òðèâè-
àëüíûé ïðèìåð  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîëàêîñêè. Ïóñòü h0(1) = 2, h0(2) = 22, h1(1) = 1,
h1(2) = 11. Áóäåì èòåðèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå H íà ñèìâîëå 2:
H(2) = h0(2) = 22
H(22) = h0(2)h1(2) = 2211
H(2211) = h0(2)h1(2)h0(1)h1(1) = 221121
H(221121) = h0(2)h1(2)h0(1)h1(1)h0(2)h1(1) = 221121221
H(221121221) = h0(2)h1(2)h0(1)h1(1)h0(2)h1(1)h0(2)h1(2)h0(1) = 22112122122112
. . .
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî H∞(2) = k [104℄. È çíà÷èò, äëÿ ïîíèìàíèÿ óñòðîéñòâà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Êîëàêîñêè î÷åíü âàæíî ïîëó÷øå ïîíÿòü óñòðîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
ïîðîæäàåìûõ ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè.
Â [106℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-
ðîæäàåìûå ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè, ñ ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòüþ íå
ìåíåå ýòîãî ïîëèíîìà. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñå ìîðè÷åñêèå, ïî-
ñêîëüêó, êàê ìû ïîìíèì èç ðàçäåëà 6.3, ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íå áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷íàÿ. Íåèçâåñòíî, ìîæåò ëè ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæä¼ííûõ ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè, áûòü
ýêñïîíåíöèàëüíîé.
Ñîðìóëèðóåì îáîáùåíèå ïðîáëåìû 32.
Ïðîáëåìà 33. àçðåøèìà ëè (ìîíàäè÷åñêàÿ èëè ïåðâîãî ïîðÿäêà) òåîðèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, ïîðîæäàåìûõ ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè?
Íàïîìíèì, ÷òî ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà ðàç-
ðåøèìà (òåîðåìà 6.3.2). Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî è â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðóå-
ìûõ ìîðèçìîâ ýòî òàê. Ïî àíàëîãèè ñ ïëàíîì äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ìîíàäè-
÷åñêèõ òåîðèé, îïèñàííûì â ðàçäåëå 3, ìîæíî äåòàëèçèðîâàòü ïðîáëåìó 33.
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Ïðîáëåìà 34. 1) Âåðíî ëè, ÷òî êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæä¼ííûõ ïåðèîäè÷å-
ñêè àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîíå÷íî-àâòîìàòíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ?
2) Åñëè îòâåò íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé, ìîæíî ëè äîêàçàòü ýåêòèâ-
íûé âàðèàíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ?
3) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ïðîâåðêè ïî îïèñàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæä¼ííîé
ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíèðóåìûìè ìîðèçìàìè, òîãî, âõîäèò ëè â íå¼ äàííûé ñèìâîë
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç?
7.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ò¼ïëèöà
Â ðàáîòå [107℄ Ò¼ïëèö ââ¼ë êîíñòðóêöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ óíê-
öèé íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Â ðàáîòå [108℄ àâòîðû ìîäèèöèðîâàëè ýòó êîíñòðóê-
öèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ è íàçâàëè ýòè ñëîâà ñëîâàìè Ò¼ïëèöà (ìû äëÿ
åäèíîîáðàçèÿ áóäåì ãîâîðèòü î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ). Êðàòêèé íèæåñëåäóþùèé îáçîð
î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Ò¼ïëèöà ñäåëàí â îñíîâíîì ïî ðàáîòå [109℄.
Ïóñòü øàáëîí (êàê è â ðàçäåëå 7.2)  ñëîâî â àëàâèòå A ∪ {}, ãäå  /∈ A îçíà-
÷àåò äëÿ íàñ ïðîáåë èëè ïðîïóñê. Èç øàáëîíà w ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü T 0w = w
∞
 ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â àëàâèòå
A ∪ {} ñ ïåðèîäîì w. Äëÿ êàæäîãî i ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T i+1w ïîëó÷àåòñÿ èç T iw, åñëè
âñå ïðîáåëû  ïîñëåäîâàòåëüíî çàïîëíÿòü ñèìâîëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T 0w = w
∞
.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tw = limi→∞ T iw â àëàâèòå A íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
Ò¼ïëèöà, ïîëó÷åííîé èç øàáëîíà w. Åñëè |w| = p è |w| = q, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tw
íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ò¼ïëèöà òèïà (p, q).
Íàïðèìåð, ïóñòü w = 10. Òîãäà
T 0w = 1010101010101010 . . . ,
T 1w = 110100110100110100110100 . . . ,
T 2w = 1101100110010011011001100100 . . . ,
T 3w = 110110011100100110110001100100 . . . ,
T 4w = 1101100111001001110110001100100 . . . ,
T 4w = 11011001110010011101100011001001 . . . ,
òî åñòü Tw = 11011001110010011101100011001001 . . . Ýòî èçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñãèáàíèÿ áóìàãè (paperfolding sequene), íàïðèìåð, ñì. [40℄. (Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüì¼ì ïîëîñêó áóìàãè è ñîãí¼ì å¼ ïîñåðåäèíå; ïîòîì
ïîëó÷èâøååñÿ îïÿòü ñîãí¼ì ïîñåðåäèíå, è ò. ä. Êàæäûé ðàç íåîáõîäèìî ñãèáàòü â îä-
íîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Ïîñëå ñãèáàíèÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðàç, ðàçîãíóâ ïîëîñêó,
ìû ïîëó÷èì íà÷àëüíûé îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãèáàíèÿ áóìàãè: 1 ñîîòâåòñòâóåò
ãîðêå íà ïîëîñêå, à 0 ñîîòâåòñòâóåò ÿìêå.)
Êàê íåñëîæíî âèäåòü, ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ò¼ïëèöà ïî÷òè ïåðèîäè÷íà. Â [109℄
ïîëó÷åí êðèòåðèé ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ò¼ïëèöà. Êðîìå òîãî, òàì
äàíà ñëåäóþùàÿ êëàññèèêàöèÿ.
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Òåîðåìà 7.4.1 ([109℄). 1) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ò¼ïëèöà òèïà (p, 1) ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî
ìîðè÷åñêèìè.
2) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ò¼ïëèöà òèïà (tq, q) ÿâëÿþòñÿ ìîðè÷åñêèìè.
3) Ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ò¼ïëèöà ïîðîæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè àëüòåðíè-
ðóåìûìè ìîðèçìàìè.
Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, îñîáåííî â âèäó òåîðåìû 6.3.2 è ïðîáëå-
ìû 33, ñîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.
èïîòåçà 35. Ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ò¼ïëèöà ðàçðåøèìà.
Ñêîðåå âñåãî, ýòó ãèïîòåçó ìîæíî äîêàçàòü, äîêàçàâ, ÷òî ìíîæåñòâî ïîäñëîâ ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ò¼ïëèöà ðàçðåøèìî (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ò¼ïëèöà, î÷åâèäíî,
âû÷èñëèìà, è òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 3.1.7). Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè âû÷èñëèìà. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, ïðîàíàëèçèðîâàâ äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà èç [109℄, â êîòîðîì íàéä¼íà
àñèìïòîòèêà ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ò¼ïëèöà. Ïðè ýòîì îòìåòèì,
÷òî èç îïèñàíèÿ àñèìïòîòèêè óíêöèè ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè íå ñëåäóåò àâòîìàòè÷å-
ñêè âû÷èñëèìîñòü óíêöèè ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè.
Óêàçàòåëü òåðìèíîâ
Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû â âèäå òàáëèöû ññûëêè íà îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå
òåðìèíû è ïîíÿòèÿ. Äëÿ êàæäîãî ïîíÿòèÿ äà¼òñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îáîçíà÷åíèå (åñëè
åñòü) è íîìåð ñòðàíèöû, íà êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ.
Ïîíÿòèå Îáîçíà÷åíèå Ñòðàíèöà
òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà 3
îïåðàöèÿ ëåâîãî ñäâèãà L 3
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî ìåðû áëèçîñòè óíêöèÿ 3
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óíêöèÿ 3
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óíêöèÿ 3
îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ìíîæåñòâî 3
áëèçêàÿ ê ïåðèîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ìåðû áëèçîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü
4
êàíòîðîâñêîå ðàññòîÿíèå dC(x, y) 4
ðàññòîÿíèå Áåçèêîâè÷à dB(x, y) 5
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî Áåçèêîâè÷ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5
àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî 4
ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî 5
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